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ডুমিক। 


বাংল। ভাবায় আলোচনার যৌক্তিকতা ও অন্তরায় ঃ ভাষা ভাব- 
প্রকাশের মাধ্যম । বাঁভন্ন গোষ্ঠীর বাভন্ন ভাষা । গোষ্ীর নিজস্ব চিন্তাধারার সুষ্ঠ 
প্রকাশের জন্য গড়ে উঠেছে বিভিন্ন ভাষা । গোষ্ঠীর ভাবপ্রকাশের নিজস্ব ধরণের সঙ্গে 
ভাষ৷ ঘানষ্ঠভাবে জড়িত। গোষ্ঠীর একজনের ভাবপ্রকাশের সহজতম ও সুষ্ঠ প্রকাশ 
হয় তার নিজস্ব ভাষায় বা মাতৃভাষায় । যে কোন চিন্তা কেউ নিজন্ব করে 'নিতে 
পারলে মাতৃভাষায় তা প্রকাশ কর৷ সন্ভব_সে চন্ত। বিজ্জানেরই হোক, দর্শনেরই 
হোক বা সাঁহত্যেরই হোকৃ। জ্ঞানের বা গাঁণতের কোন ভাব-ধারণা নিজস্ব করে 
নিতে পারলে ত৷ মাতৃভাষায় সুষ্টূভাবে প্রকাশ কর! সপ্তব-না পারলে ভেবে দেখা 
উচিত ষে ওই "চিন্তা ঠিক ঠিক ভাবে আয়ত্ব করে িজন্ব করে নেওয়া গেছে কিনা । 

উপরে যে মন্তব্য কর হল সে বিষয়ে কছুট। মতাবরোধ আছে । কেউ কেউ 
বলেন, যেহেতু আমাদের মাতৃভাষায় (বাংলায়) বিজ্ঞানের সমৃদ্ধ পরিভাষা নেই, 
কাজেই বাংলা ভাষায় বিজ্ঞান আলোচনা করা কম্টকর- প্রায় অসম্ভব। তবুও যারা 
বাংল। ভাষায় ?ীবজ্ঞান ব৷ গ্রাণত প্রকাশের চেষ্ত। করেছেন তার। জানেন যে বৈজ্ঞাঁনক 
( গাঁণাতিক ) পাঁরভাষার সম্মীদ্ধির অভাবে বাংল। ভাষায় বিজ্ঞানের বিবয়বস্তু প্রকাশ 
কর৷ কোন কোন জায়গায় কিছুট। কষ্টসাধ্য হয় বটে, তবে মোটামুটিভাবে বল। যায় এটা 
অসাধ্য ব৷ অসম্ভব নয়। ইংরাজীতে চিন্তা করে নিয়ে বা বই চোখের সামনে রেখে 
তার বাংলা অনুবাদ কর যতটা কষ্টসাধ্য, বিজ্ঞানের 'বষয়বন্তু পারফ্কার করে ধারণা 
করে নিয়ে ত৷ প্রকাশ করা ততটা কষ্টসাধ্য নয়। অনুবাদের চেষ্টা না করে শ্বাধীন- 
ভাবে বিজ্ঞানের বিষয়বস্তু বোঝার চেষ্টা করলে পাঁরভাষার অসুবিধা! অনেকটা কাটিয়ে 
ওঠা যায়। আর এ চেষ্টায় লাভ হবে__যে এই বিষয়বস্তুর সাঁহত পারচয় লাভ করেছে 
সে যেমন বিজ্ঞানের (গাঁণতের ) বিষয় শিখতে পারবে এবং তার পক্ষে এট। যতটা। 
সহজসাধ্য ও যতটা গভীর হবে তার তুলনায় তাঁর অনভ্যন্ত বদেশী ভাষা মারফত ওই- 
সব বিয়ে শিক্ষা পারশ্রমসাপেক্ষ এবং শিক্ষার গভীরতা অনেক কম। অবশ্াই বান 
বিদেশী ভাষার মাধ্যমে বিজ্ঞানের বিষয় আয়ত্ত করে মাতৃভাষায় ত৷ প্রকাশ করতে 
যাবেন তার পক্ষে এ চেষ্টা বেশ কিছুটা কষ্টকর, এ দবষয়ে সন্দেহ নেই, কিন্তু ছান্নদের 
ও পাঠকদের কথা ব্ল্চন। করে এ কষ্ট স্বীকার করার জন্য এগিয়ে আসতে হবে। 
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পাঁরভাধার সম্বন্ধে বল। বায় কতকগুলি নিয়ম মেনে চললে পাঁরভাষার অসুবিধা 
কিছুট। কমিয়ে আন বায়। আন্তর্জাতিক পাঁরভাষা অর্থাৎ যে পরিভাষা সামান্য 
পরিধর্তন বা পরিমার্জন করে বিজ্ঞানের (গাঁণতের ) অগ্ততঃ তন চারাটি অগ্রসর জাতি 
ব্যবহার করেছেন ত৷ প্রয়োজনমত গ্রহণ করা যেতে পারে । যেমন ইংরেজরা যাকে 
181706101) বলেন, ফরাসীরা তাকে 017961017 বলেন, জামানর। তাকে ঢ001001018 
বলেন, রাশিয়ানরা ভাকে চ8010119 বলেন এবং অপরাপর জাতি তাকে সামান্য 
পাঁরবর্তন করে ব্যবহার করেন (যেমন ইটালীয়ানরা 18152109115 বলেন, স্পেনবাসীর৷ 
1010010910 বলেন, ইত্যাঁদ )। আমরাও একথাটি আমাদের মাতৃভাষার সঙ্গে খাপ 
খাওয়ানোর জন্য দরকার হলে ব্যবহার করবো, যাঁদও হিন্দীভাষায় একে “ফলন? করা 
হয়েছে এবং বাংল। ভাষায় 'অপেক্ষক' ব্যবহার কর! হচ্ছে । যে সব পাঁরভাষা মাতৃ- 
ভাষা প্রচলিত আছে তার সঠিক সংজ্ঞ। নির্দেশ করে ব্যবহার কর হয়। যেমন 'মূলদ” 
কথাটি বাংলায় প্রচালত আছে, এটিকে ঠিক সংজ্ঞা, নির্ধারণ করে ব্যবহার কর! উচত। 
এ ছাড়া যেখানে সহজেই পরিভাষা করে নেওয়। যাবে সেখানে সেটা করা উচিত- যেমন 
181101021 কে যৌন্তক*, 11778010108] কে অযোৌন্তক, 10)910215 কে কাস্পানিক 
এবং £€&1 কে বাস্তব করে নেওয়। উাঁচত। এগুঁলর কু 'কিছু,স্লিচলন শুরু হয়ে গেছে । 
এ ছাড় যাঁদ এমন কোন কথা৷ আলোচনায় এসে যায় যার পাঁরভাষা আগে যে সব কথা 
বল। হল তার মধ্যেপড়ছে না এবং এর সহজ পাঁরিভাষা এখন ভাব যাচ্ছে না, তাহলে 
বর্তমানে বিদেশী পাঁরভাষা ব্যবহার করা চলতে পারে । আর আমরা এই যে চেয়ারে 
বসে টোবলে খাতা রেখে বইটির খসড়া করছি, এর মধ্যে চেয়ার, টোবল, খসড়া সবই 
তে। বিদেশী কথা, কিন্তু এগু'লিকে বাংলায় এমনভাবে নেওয়৷ হয়েছে যে ব্তমানে এর 
অনুবাদ করতে যাওয়াই হাস্যকর ৷ যাঁদ দুই একটি বিদেশী পরিভাষা বাংলাতে নিজস্ব 
করে নেওয়৷ হয় তবে আপান্তর কিছু থাকে কি ৮--বরং ভাষার সমৃদ্ধি হয় । 

বিবয়বন্তর মুলধারগার নৃতনত্ব ও গুরুত্ব ঃ এ পর্য্যন্ত ভাবপ্রকাশের কথ! 
বলা হল। এখন মূল ভাবের বিষয়ে কয়েকটি কথা বলা হচ্ছে । আমাদের আলোচনার 
বিষয় কলন-বদ্যা । ভাবের দিক থেকে এটা কিছুটা নৃতন। এপর্যন্ত ছা্রদের বা 
পাঠকদের গাঁণতের যে সব শাখার সঙ্গে পাঁরচয় হয়েছে সেগুলি মোটামুটিভাবে 
পাটিগাঁণত, বীজগাঁণত, জ্যামাতি ও ত্রিকোর্ধামাত । এর মধ্যে জ্যামাতি ছাড়া যে সব 
গ্লাণতের শাখার সঙ্গে পারচয় ঘটেছে তার সবকটিতে লংখ্যা ও তার মূলগত চারটি 
প্রাকুয়ার উপর নির্ভর করে নানারকম আলোচনা হয়েছে । এই চারটি মৃূলগত প্রক্রিয়। 


* এই গ্রন্থের পৃষ্ঠা ৬এ বিশেষ উষ্টবয ধু । 
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বলতে বুঝানো হয়েছে- ঘোগ, বিয়োগ, গুণ ও ভাগ । বিয়োগ প্রারুয়ার দিক থেকে 
পৃথক হলেও বাঁজগাঁণতের দিক থেকে দেখলে বুঝা যায় ইহা। যোগের বিপরীত প্রারুয়। । 
সেভাবে ভাগও গুণের বিপরীত প্রাক্রুয়।। আবার গুণও পৌনঃপুনিক যোগ ছাড়। কিছু 
নয়। এখন সংখ্যার ধারণা শৈশবেই নানা আঁভজ্ঞতা থেকে মানুষ কিছুটা শেখে । 
যোগও ঠিক একইভাবে ' শৈশবেই সাধারণ অভিজ্ঞতা থেকে শেখে । যেমন একটি 
লজেনস্‌, দুটি লজেনস্‌, একটি ভাই, দুটি ভাই প্রভাতি । আবার দুটি লজেনস্‌ আর দুটি 
লজেনসে হয় চারটি লজেনস্‌। পরে গাঁণত শিক্ষার সময় এই সহজ ও সাধরণ 
আঁভজ্জতা থেকে শেখা গাঁণতের ধারণ। পাঁরবর্তন ও পাঁরমার্জন করা৷ হয়। এঁদক 'দয়ে 
এর আগে গাঁণতের ষে সব শাখার সঙ্গে ছাত্রদের পাঁরচয় হয়েছে তা অনেকট। সহজ , 
সরল ও সরাসার আঁভজ্ঞতার উপর ভাত্ত করে গড়ে উঠেছে । আর জ্যামিতি তো 
দৃষ্টবস্তুদের আকার সম্বন্ধে আলোচন৷, এরও একটা সরাসাঁর আঁভিন্ঞতার উপর 'ভান্ত 
আছে । এই দৃষ্টিভঙ্গী থেকে দেখলে গাঁণতের আগের বিষয়গুদল অনেকট৷ সহজ । 
কেবল স্থানাজ্ক-জ্যামিতি একটু নৃতন ধরণের-_বীজ্রগণিত সেখানে আলোচনার মাধ [ম 
এবং এই বাঁজগাণিতের প্রয়োগে জ্যাঁমাীতর আলোচনাই স্থানাঞ্ক-জ্যামীতর বিষয়বস্তু । 

এঁদক থেকে কলন-ীবদ্য৷ িছুট। নৃতন ধরণের । অবশ্য কলনাবদ্যায় উপরোন্ত 
মূলগত চারটি প্রাক্রয়া ত আছেই, কিন্তু উপরোক্ত চারটির সাহত আরও একটি নৃতন 
প্রাকুয়ার প্রবর্তন ও প্রয়োগ কর! হয়-সেটা হচ্ছে সীমা সংক্রান্ত প্রীকুয়া। আবার এর 
সঙ্গে আর একটি নৃতন ধরণের ধারণার প্রয়োজন হয়_সেটা,স্থচ্ছে অসীমের ধারণ। । 
অসীমের ধারণ। সরাসাঁর আঁভজ্ঞতালন্ধ নয়, যাঁদও এ ধারণার ম্‌ল আঁভজ্ঞতায় তবুও এ 
ধারণ। সুস্পষ্ট হয় কম্পনার আশ্রয়ে । আমাদের সাধারণ আলোচনায় আমর৷ বাঁল বড়, 
তার চেয়ে বড়, সবার চেয়ে বড়, তার চেয়ে বড় এবং আরও বড়-এভাবে ধারণা 
করতে করতে আঁভজ্ঞতায় আমরা বত বড় দৌথ তাদের সবার চেয়ে বড় একট। কপ্পন। 
কার, এভাবেই অসীমের ধারণ। কর! হয় । কাজেই এই অসীগ্ের ধারণ। ঠিক পুরোপুরি 
আঁভজ্ঞতালন নয়, বাঁদও ইহা আভজ্ঞতাভাত্তক তবুও কিছুটা কপ্পনাশ্রয়ী। অনুর্প- 
ভাবে ছোট জিনিস য৷ দেখাছ, তার চেয়েও ছোট, আরও ছোট, খুব খুব ছোট, এরকম 
ধারণা আমরা করি। এসব ধারণা করা“হয়. এই কলন-বিদ্যায়। আবার একটি 
সুঃখ্যা যাঁদ অন্য একটি সংখ্যার উপর নির্ভরশীল হয়, তাহলে যার উপর নির্ভর করছে 
সে বখন থুব খুব বড় হয়ে গেল বা খুব খুব ছোট হল, তখন নির্ভরশীল সংখ্যাটি কি 
রকম হয়_-এর থেকে পাওয়া যায় সীমার ধারণা । সামার ধারণার সময় সংখ্যা ধ্ুব 
থাকে না বলে ঞ্রঁঁক বল। হয় 'চল' (5৪11815) ৷ এই চলরাশাট কখনও যে কোন 


% 


সসীম সংখ্যার চেয়ে বড় হত হতে অসীমে চলে যায়, কখনও বা শূন্যের যত কাছে 
সম্ভব পৌঁছায়, আবার কখনও কোন এক ধুবকের যত কাছে সম্ভব পৌঁছায় । এ চল্স- 
রাশাটির পাঁরবর্তনের উপর যাঁদ আর একাঁট চলরাশির পাঁরবর্তন হয় তাহলে 
ফাংশনের ধারণা আসে । অতএব ফাংশনের সীমার ধারণার সময় দুটি সীমার কথা 
,আসে-_একাঁট স্বাধীন বা নিরপেক্ষ (10056100501) চলরাশর সীমা, আর একাঁট 
নভরশাল (06161706171) চলরাঁশিরু সীমা । ফাংশনের ধারণা, অসীমের ধারণ। 
এবং সীম। নির্ধারণ কলনবিদ্যার মূলগত বোশিষ্ট্য। এই কারণেই কলনাঁবদ্য। গাঁণতের 
অপরাপর শাখাগুল যাদের নাম আগে বলা হয়েছে তাদের থেকে নৃতন ধরণের এবং 
একে আয়ত্ত কর। তুলনামূলকভাবে 'কিছুট। কষ্টসাধ্য, অন্ততঃ ইহা সতর্ক ও সজাগভাবে 
শেখার বিষয় । "কন্তু সামান্য কষ্টসাধ্য হলেও কলন-ীবদ্যার আলোচন। বাদ ?দয়ে 
গাঁণতের তথা জ্ঞানের আলোচন৷ সম্পূর্ণ কর! সম্ভব নয় । বিজ্ঞানের বিস্তীর্ণ শাখায়, 
মানুষের ব্যবহারিক জীবনে বহু সমস্যার গাঁণতের সাহায্যে সমাধানে কলনাবদ্যার 
প্রচুর প্রয়োগ আছে, কাজেই এর শিক্ষা না হলে বিজ্ঞান বা বিশেষভাবে গাঁণতশিক্ষ। 
অসম্পূর্ণ থেকে যায়। 
কলন-বিদ্ভার ভাগ সম্বন্ধে মন্তব্যঃ কলন-বদ্যসাধারণতঃ দুভাগে 
আলোচন। করা হয়- একটিতে অস্তরকলন, অপরটিতে সমাকলন । অবশ্য কলন-বদ্যার 
খুব যুন্তীসদ্ধ আলোচনায় এই দুটিকে এরুপ পৃথকভাবে দেখা চলে না বা দেখা উঁচত 
নয়। অনেক আন্তর্জাতিক খ্যাঁত সম্পন্ন পুস্তকে এই দুটি পাশাপাঁশ আলোচন৷ করা 
হয়েছে । কিন্তু যে কোন কারণেই হোক আমাদের দেশে এ দুটি পৃথকভাবেই পাঠ্যসূচীতে 
দেখানো হয় ও শেখানে। হয় । কাজেই ছান্র ও শিক্ষকের সুবিধার জন্য এ আলোচনাকে 
দুভাগে ভাগ করতে হল--প্রথম ভাগ অন্তরকলন এবং দ্বিতীয় ভাগ সমাকলন ৷ এগ্াল 
বলতে ক বুঝায় সেতে৷ বইএর মধ্যে পাওয়া যাবে, এখানে তার বিস্তুত আলোচন। কর! 
হল না। | 
সাধারণ পাঠ্যপুস্তক জন্ন্ধে মন্তব্য ৫ আমাদের দেশে সাধারণতঃ যে সব 
পাঠ্/পুস্তর চালু অ্ছে তার ভাষ। ইংরাজী আর বিষয়বন্জুও যথাবথভাবে আলোচিত হয় 
না। অসীমের ধারণ। ও সীমানির্ধারণ প্রক্রিয়ার মূল কথা সুস্পষ্টভাবে ব৷ পারষ্কার করে 
বল। হয় ন। বা এমনভাকে বল। হয় যাতে পাঠকদের মনে কন্ছুটা ভুল ধারণার সৃষ্টি হতে 
পারে। বর্তমান আলোচনায় এ বিষয়ে যথাসন্ভব সতর্কতা নেওয়। হবে। আবার 
কলনাবদ্য। দিয়ে চিরাচরিত জ্যামাতি ও গাঁতাবদ্যার আলোচন। করা হয়। কিন্তু 
'আন্ধকাল এই কল্পনাবদ্যা দিয়ে আরও নানা আলোচনা করা হচ্ছে-যেমন অর্থনীতি ও 
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জীবাবদ্যার আলোচনা, এই সব আলোচনার উল্লেখ সাধারণ পাঠ্যপুস্তকে থাকে না। 
বর্তমান পুস্তকে এ বিষয়ে সাধ্যমত আলোচনা করার চেষ্টা করা হবে। 

বর্তমান আলোচন৷ সাধ্যমত এমনভাবে চেষ্টা করা হবে যে একজন আগ্রহশীল পাঠক 
বার আগে সামান্য গাঁণতের সঙ্গে পরিচয় আছে, সহজেই বর্তমান 'বদ্যার কথা আয়ন্ত 
করতে পারবেন । যারা 1শক্ষকের সাহাযো এই বই পড়বেন তাদের কাছেও এ বই 
সহজ ও সরল হবে বলে আশ। কর! যায় । এই উদ্দেশ্য যাঁদ সফল হয় তবেই আমাদের 
এই প্রচেষ্টা সার্থক বলে মনে কর৷ হবে। 

অবশ্যপাঠ্য 'বষয়বন্তু ও যা ছান্রদের পরীক্ষার দক 'দয়েও প্রয়োজন তা সাধায়ণ 
হরফে লেখা হবে এবং 1বশেষ গুরুত্ব দেবার জন্য কিছু অংশে স্থূল হরফ ব্যবহার কর! 
হবে। বষয়বস্তুর যে সব অংশ সাধারণতঃ শেখা উাঁচত, কিন্তু বর্তমান শক্ষাব্যবস্থায় 
পরীক্ষার জন্য প্রয়োজনীয় নয় তা সামান্য ছোট হরফে দেওয়া হবে; যারা বিষয়টি 
ভালভাবে আয়ন্ত করতে চান তারা৷ এগ লও যেন ভাল করে শেখেন। 


ধন্যবাদ জ্ঞাপন | 

যাদের শুভেচ্ছায় ও উৎসাহে গাঁণত.শিক্ষার মান-সঙ্গত পাঠ্যপুস্তকরূপে এটি লেখ৷ 
হল আমর। তাদের নিকট আন্তারক কৃতজ্ঞত৷ ও ধন্যবাদ জ্ঞাপন করাছ। আমর এ 
পুস্তকটি বাংলার গুণগ্রাহী শিক্ষক-শিক্ষিকা সমাজের গ্রহণীয় হবে আশা কাঁর। 
অনবধানতাপ্রসূত ভুলনুটি সম্বন্ধে আমাদের দৃষ্টি আকর্ষণ করলে আমরা চির-কৃতজ্ঞ 
থাকব। খাঁষকস্প মহান জাতীয় অধ্যাপক বিজ্ঞানাচাষ সত্যেন্দ্রনাথ বসুর প্রেরণায় 
আমাদের বাংল। ভাষায় গাঁণতের পাঠ্যপুস্তক প্রণয়ণের এই আরন্ত শুভ হোক, এই প্রচেষ্ট। 
সার্থক হোক । 


ইতি-_ 
মহাদেব দত্ত 
শান্তি কুমার চট্টোপাধ্যায় 


বিষয্-সুচী 


প্‌ঠা 
শ্5স্ব! £ সাধারণ মন্তব্য; এীতহাসিক মন্তব্য; আলোচনার উদ্দেশা, 
প্রণালী ও পারাধ ; আলোচনার বিষয়বস্তুর সধক্ষপ্ত ববরণ স»৮-৯৮11 


জ্রশ এও & শীন্লম্তিন্ক মুভলন্কঞ্থা 


প্রথম অধ্যায়--বাস্তব সংখ্য। | ৩-২৪ 
দ্বিতীয় অধ্যায় _ সেট, ক্রম, শ্রেণী ও ফাংশন ২৫-৫৪ 
তৃতীয় অধ্যায়-_সেট ও ক্রমের সীম ; আঁভসারী ও অপসারী শ্রেণী ৫৫-৮৮ 
চতুর্থ অধ্যায়-_ফাংশনের সীমা ও আবাচ্ছন্নতা ৮১-১৪৩ 
দিভীন্ত্র গু £% অত্ভল্রক্লন্ম 

পঞ্চম অগ্যায়-__অন্তরকলনের মূলকথ। ১৪৭-১৮৫ 
ষ্ঠ অধ্যায়__ক্রামক অন্তরকলন ১৮৬-২০৫ 
অপ্তম অধ্যায়-_- অন্তরকলনীয় ফাংশনসন্বন্ধীয় কয়েকটি বিশেষ ' 

উপপাদ্য ২০৬-২৪০ 
অষ্টুম অধ্যায়- ফাংশনের পরম ও অবম মান ২৪১-২৫৭ 
নবম অধ্যাক়--একাধক চলাবশিষ্ত ফাংশন ২৫৮-২৯২ 


-ভ্ঞীজ এণ্ড ঠ শ্রজোগ্গ 


দশম অধ্যায়-_স্পর্শক ও আভিলম্ব ২১৬-৩৩০ 
একাদশ অধ্যায় বক্রতা ্‌ ৩৩১-৩৬৯ 
স্বাদশ অধ্যায়- আভসারক র ৩৬০-৩৮২ 
ভ্রয়োধশ অধ্যায় এনভেলপগ, রা মোড়ক ৩৮৩-৩৯৪ 
চতুর্ঘশ অধ্যায়-_গাঁতাবজ্ঞান ৩৯৫-৪০৯ 
পঞ্চদশ অধ্যায়-_অপরাপর প্রয়োগ অর্থনীতি ও জীবাবজ্ঞানে) ৪১০-৪২১ 
শল্পিম্পিউ ভ্রিন্বিপ্র আক্শোচল্াা ৪২৫-৪৪০ 


শব্দাবলগী__ ৪৪১-৪৪২ 


সুচ্চন। 

লাধারণ মন্তব্য £ (চারটি প্রাক্রয়ার পরও আর একটি মূলগত প্রারুয়ার প্রয়োজনীয়তা). 

শিশুর গাঁণত শিক্ষা আরন্ত হয় পাটীগাঁণত দিয়ে, ধাঁরে ধীরে সে শেখে বীঁজগাঁণত, 
জ্যামাত । যার গাঁণতের শিক্ষায় আরও অগ্রসর হতে চায় তারা পরে শেখে স্থানাঞ্ষ- 
জ্যামিতি, ব্রকোণামাতি প্রভাতি । প্রাক কলন-বিদ্যার শিক্ষায় ছান্র বা পাঠকের গাঁণতের 
এই সব শাখার সাঁহত সাধারণভাবে পাঁরচয় ঘটে । 

পাটীগ্গাণতে শিক্ষা শুরু হয় স্বাভাবিক সংখ্যা (ধনাত্মক পূর্ণ সংখ্যা ) ও মৃলগত 
চারটি প্রক্রিয়ার শেখার মধ্য 'দিয়ে। ধনাত্মক পূর্ণসংখারা অসন্বন্ধ (019507516) 
মূলগত চারটি প্রক্রিয়া হচ্ছে_যোগ, বিয়োগ, গুণ ও ভাগ । পরে পাটীগাঁণতে আর যা 
কিছু গশখুক না.কেন সবই সংখ্যা ও এ চারটি প্রাক্রিয়ার নানার্প সরল ও মিশ্র প্রয়োগ । 
বীজগণিতের শিক্ষা সংখ্যা ও তার চারটি মূল্লগত প্রক্রিয়৷ থেকেই শুরু, তবে আলোচনা- 
পদ্ধাত পাটীগাঁণতের থেকে কিছুটা ভিন্ন । আলোচনাকে আরও সাধারণ ও সামান্যী- 
করণ করার জন্য বাঁজগাঁণতে সংখ্যার বদলে সাধারণত প্রতীক ব্যবহার কর হয় এবং 
পরে বাঁজগাঁণতে যাই আলোচন। আসুক না কেন তাহ। মূলতঃ সংখ্যা ও এ চাঁরিটি প্রক্রিয়া 
ভাঁত্ত করে নানারূপ আলোচনা । এদিক থেকে জ্যাঁমাত একটু ভিন্ন ধরণের। এর 
মূল আলোচ্য বস্তু নান। বস্তুর আকৃতি ও তাদের বৈশিষ্ট্য । আলোচন৷ পদ্ধাতর কাঠামে। 
মোটামুটি তর্কশাস্ত্র থেকে নেওয়া, আলোচনা চলে কতকগুলি স্বতঃ'সদ্ধকে 'ভাত্ত করে, 
রেখাচিন্রগুলতে থাকে আঁবচ্ছিন্ন বস্তুর সমাবেশ । বস্তুর আকৃতির প্রাতিচ্ছাব ব৷ 
প্রাতচিত্রের লেখ আবচ্ছিনন ধরিয়া আলোচনা করা হয়। ন্লিকোণামাঁত ও প্রার্থামক 
স্থানাঞ্ক জ্যামাতিতে থাকে প্রাতচ্ছবর লেখ ব৷ তার সংশ্লিষ্ট কিছু মাপজোখকে 
বীঁজগাঁণতের ব৷ পাটীগাঁণতের সাহায্যে আলোচনা । কাজেই সাধারণভাবে প্রথমাঁদকে 
থে গাঁণতের শিক্ষা দেওয়া হয় তার বিষয়বস্তু একাঁদকে অসস্বনধ পূর্ণসংখ্য। থেকে গড়ে 
ওঠা সংখ্যাসমাষ্ট, অপর দিকে কয়েক ধরণের সহজ সরল আঁবাচ্ছন্ন বস্তুর সমাবেশে 
ৃষ্টবস্তুদের প্রাতচ্ছাব ৷ বেসব গাঁণতের শাখা সংখ্যাঁভীত্তক তাদের সবারই আলোচনায় 
প্রধাণতঃ চারটি মূলগত প্রক্রিয়াকে 'ভাত্ত করে নেওয়া । 

কলনাবিদ্যার জ্যামাতর বস্তু আলোচন। করা হয বটে, কিন্তু ইহা মূলতঃ সংখ্যাদের 
উপর 'ভান্ত করেশদীড়ে তোল৷ হয় । তবে আগের গণিতের শাখাগুল থেকে এর বোশিক্ট্য 
এই যে এতে মৃলগত চারটি প্রাক্রিয়া ছাড়া আর একটি নৃতন মৃূলগত প্রক্রিয়াকে আলোচনায় 
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ভাত কর৷ হয়। এই মূলগত প্রাক্িয়াকে সীমানির্ধারণ বলে। এই সীমানির্ধারণ 
প্রক্রিয়। সম্পূর্ণ নূতন এবং বিশেষ যত্ধ-সহকারে শক্ষা। করা৷ উঁচিত। কলনাবদ্যায় 
আর সব বিশেষ প্রয়োজনীয় ধারণা প্রকৃতপক্ষে কোনরূপ সীমানরধারণের উপর নির্ভর 
করে। সীম্ানির্ধারণের ধারণা থেকে প্রথমেই আনা হয় আঁবাচ্ছন্নতার ধারণা ও তার 
ধর্মের আলোচনা । এভাবে গড়ে ওঠে জ্যামিতির মূলতঃ আঁবাচ্ছন্নতার সংখ্যাভাত্তক 
[বিশ্লেষণ । এই জন্যই এই বিদ্যার সঙ্গে জ্যামাতর ঘনিষ্ঠ সন্বন্ধ। এ সব বিষয়ের 
আলোচন৷ সাধ্যমত সহজ করে সাঁবস্তারে করার চেষ্টা কর! হবে। | 

এঁতিহানসিক মন্তব্য £$ কলন-িদ্যার প্রবর্তক হিসাবে নিউটন (৩107) 
ও লাইবানংসকে (.1010112) ধরা হয়, তবে কোন 'বিদ্যই একজন ব৷ দুজন একদিনে 
বঙ্গে তৈরী করেন না, ক্রমাবকাশের মধ্যেই বিদ্যা যথার্থ রূপ বা পরিপূর্ণতা লাভ করে। 
গাঁণতের আঁদযুগ থেকেই কলনাবদ্যার ধারণ স্পষ্টতর হয়ে উঠেছে । আলেকজান্দিয়ার 
'গরাঁণাতকদের আলোচনায় কোন কোন স্থানে প্রতীক ব্যবহার না করে কলনাবদ্যার 
আলোচনা দেখা যায় । ভাস্করাচার্য; ও আধ্যভট্রের আলোচনায় কোন কোন অংশে 
সের্প বর্তমানে প্রচাঁলত প্রতীক ও সংজ্ঞা ব্যবহার না করে কলনাবদৃগুর প্রয়োগ মনে 
করা যেতে পারে । 

ইউরোপায় সভ্যতার পুনর্জাগরণের (€২90819581106) প্রথমদিকে স্থানাগ্ক-জ্যামাতয় 
আলোচন৷ প্রসঙ্গে ডেকার্টে 0999 0৪:53) যে সব আলোচনা করেন তাতে মোটামুটিভাবে 
অন্তরকলনাঁবদ্যা দেখা যায়--অবশ্য 1তানও প্রতীক ব। সংজ্ঞা ব্যবহার করেন নাই। 
কলনাবদ্যার গোড়াপত্তনে নিউটন বলববিদ্যায় ষে সব প্রতীক ব্যবহার করেন সাধারণভাবে 
সেই সব প্রতীক কলনাবদ্যায় গৃহীত হয় নাই। 

নিরপেক্ষভাবে লাইবনিৎস কলনাঁবদ্যার গোড়াপত্তন করেন এবং তার প্রবাতিত 
প্রতীকই বর্তমানে কলনাবদ্যায় বহুল ব্যবহৃত । 

অয়লার (50151), টেলর (04510), ম্যাকলারন (180180110), লাগরাঞ 
(1 88:8086), ল'শঠুপট্যাল (101051191), কাঁস (089০175), আবেল (৮০), 
গাউল (08053), ডালেমবার্ড (0):4১16106511), ভাইয়ারস্টাস (৬০616150855) 
প্রভীতির নাম এই প্রসঙ্গে উল্লেখ করা যেতে পারে। 

আলোচনার উদ্দেস্ট, প্রণালী ও পরিঘি ৫ কলন-বিদ্যার আলোচন। 
ব্যতিরেকে গাঁণতের তথ। বিজ্ঞানের আলোচন। সম্পূর্ণ করা সম্ভব নয়। তাই কলন- 
বিদ্যার আলোচন। একান্ত প্রয়োজন । অব্শ্য এ আলোচন। শুধু বিমূর্ত ভাষায় ব! 
জ্যামিতির সাহায্য না নিয়ে বোঝাতে গেলে পাঠকের কাছে বিষয়াট কিছু কষ্টসাধ্য হয়ে, 
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ওঠে, সেই জন্য সাধ্যমত জ্যামাতর সঙ্গে এ বিদ্যার সম্পর্ক রেখে যতটা গার৷ যায় সহজ 
করে আলোচনার চেষ্ট। কর৷ হবে। আমাদের দেশে কলনাবিদ্যার যে সব পুস্তক আছে 
তাতে বিষয়বন্তুকে জ্যামিতির সঙ্গে সম্পর্ক না৷ রেখেই আলোচনা কর! হয়-_উদাহরণ- 
খ্ররূপ বলা যায় ডোঁডাকও (9861000)এর তত্ব কোন পুস্তকে সোজা ভাষায় বল! 
হয় না, তত্ীটিকে জ্যামাতির ভাষায় প্রকাশ করলে খুবই সহজ হয়ে ওঠে । তাই এ পুস্তকে 
কলন-ীবদ্যার ধারণাগুীল যতটা পারা যায় সহজভাবে বোঝাবার চেষ্টা করা হবে। 
সহজ ভাষায় বোঝাবার পর যাঁদ বিষয়বন্থু বিমূর্ত ভাষায় বল। হয় তবে পাঠকদের 
পক্ষে ত৷ আয়ত্ত করাও সহজসাধ্য হয়। পূর্বেই বল৷ হয়েছে বিজ্ঞানের বিস্তীর্ণ শাখায়, 
মানুষের ব্যবহারিক জীবনে বহু সমস্যার গাঁণতের সাহায্যে সমাধানে কলনাবিদ্যার প্রচুর 
প্রয়োগ আছে । এই প্রয়োগের কথ। সাঁবন্তারে বল৷ হবে তৃতীয় খণ্ডে । 

জালোচনার বিষয়বন্তর সংক্ষিগ্ত বিবরণ £ কলন-বদ্যার আলোচনার 
এই প্রথমভাগে কয়েকটি প্রারাষ্তিক মূল কথার বিষয় আলোচনা করা হবে প্রথম খণ্ডে 
যেমন বাস্তব সংখ্যা, বাস্তব সংখ্যার সেট, ক্রম ও শ্রেণী ; ফাংশনের ধারণ৷ ; সেট, কলম ও 
ফাংশনের সামাবিন্দু ; অভিসারী ও অপসারী শ্রেণী ; ফাংশনের আবিচ্ছিনতা। দ্বিতীয় 
খণ্ডে প্রথম ভাগের মূল বিষয়বস্তু থেকে পাওয়া অন্তরকলনের আলোচনা । তৃতীয় 
খণ্ডে অন্তরকলন-বিদ্যার নানার্গ প্রয়োগের আলোচনা । পারশিষ্ঠীংশে বক্ররেখার 
প্রকতি আলোচন। করে অন্তরকলনবিদা। শেষ করা হবে। 





€ ওহ স্ব ত্গালা ১ 


পরখ খও 


€ নাতি হ্যুক্ননকহঙ্লা ১ 


প্রথম অধ্যায় 
বাস্তব সংখ্য। 


1.01 প্রাথমিক মন্তব্য 

কলনাবদ্যা সংখ্য।-তত্বের উপর 'ভী্ত করে গড়ে উঠেছে ; তাই প্রারাম্ভক মূলকথার 
প্রথমে সংখ্যার আলোচন৷ কর। দরকার । কলনাবদ্যার আলোচনায় এমন একটি সংখ্যা- 
গোষ্ঠী দরকার যার সাহায্যে এই বিদ্যার আলোচনায় কোনরূপ অসুবিধা ন৷ হয়, সেই 
সংখ্যা-গোষ্ঠীর নাম বাস্তব সংখ্যা-গোষ্ঠী । এখন এই বাস্তব সংখ্যার সংজ্ঞা দেবার আগে 
পাটিগাঁণতে বা বীঁজগাঁণতে যে সব সংখ্যার সঙ্গে আমাদের পাঁরচয় হয়েছে তাদের 
উল্লেখ করা হল। 


স্বাভাবিক সংখ্যা-গোস্ঠীঃ বন্তু গণনার জন্য স্বাভাবকভাবে যে সংখ্যার 
ব্যবহার হয় গাঁণতশাস্ত্রে তাহাই ম্বাভাঁবক (ব৷ প্রাকৃত ব৷ ধনাত্মক পূণ _ 10810191) 
সংখ্যা নামে পারাচত । যথা 1, 2, 3. 4, . 1 এখন এই স্বাভাবক সংখ্যাগোষ্ঠীর 
মধ্যে দেখা দরকার কি ক প্রাক্ুয়া সন্তব অর্থাং কি কি প্রারুয়ার ফল আবার একটি 
স্বাভাবক সংখ্যা। যেমন সহজেই দেখা যায় যোগ বা গুণ পরাক্ুয়ার ফলে দুই ঝ৷ 
ততোধিক দ্বাভাবক সংখ্যার যোগফল বা গুণফল আবার একটি স্বাভাবিক সংখ্য।। 
কিন্তু শ্বাভাঁবক সংখ্যাগোষ্ঠীর মধ্যে যাঁদ বয়োগ বা ভাগ প্রাক্রয়। প্ররোগ করা৷ হয় তবে 
সবসময় ফল স্বাভাবক সংখ্যা নাও হতে পারে। এই অসুবিধার জন্য সংখ্যগোষ্ঠীর 
প্রসারণ করা৷ দরকার অর্থাং এমন একটি সংখাগোষ্ঠী তৈরীর প্রয়োজন যার এক অংশ 
হবে স্বাভাঁবক সংখ্যাগোষ্ঠী এবং যার মধ্যে যোগ, বিয়োগ, গুণ ও ভাগ প্রান্রয়। প্রয়োগ 
করা সম্ভবপর হবে এবং এই প্রাক্রয়াগু'লর প্রয়োগের ফল সব সখয়ই প্রসারত সংখ্যা" 
গোষ্ঠীর অন্তভূক্তি একটি সংখ্যা হবে । সংখ্যাগ্োষ্ঠীর প্রসারণের আগে স্বাভাবক সংখ্যার 
ধর্ম সম্বন্ধে কছু বলার আছে। 

সহজেই লক্ষ্য কর৷ যায় যে-__(১) প্রত্যেক স্থাভাবক সংখ্যার একটি অনুগামী 
স্বাভাবিক সংখ্যা আছে । যেমন ॥ এর অনুগামী 2, 2 এর অনুগামী 3, ইত্যাদ। 
কন্তু যাঁদ প্রশ্ন করা যায়, এই অনুগামী সংখ্যাদের শেষ কোথায়? প্রশ্টির উত্তর খুব 
সহজ নয়, তবে এখন এইটুকু বল। যায় যে এর শেষ নাই। যাই হোক এখানে বিমূর্ত 


5 কলন-াবদ্যা। 


(৪050801) দৃষ্টিভাঙ্গর মাধ্যমে বলা যায় প্রত্যেক স্বাভাবিক সংখ্যা % এর একটি 
অনুগামী স্বাভাবক সংখ্যা 7%+ আছে (77577 1)। 

(২) 1 কি কোন স্বাভাঁবক সংখ্যার অনুগামী 2 ইহার উত্তর-না। তাহলে ধর্ম 
হিসেবে ইহা উল্লেখযোগ্য যে ন্বাভাঁবক সংখ্যাগোষ্ঠীর মধ্যে একটি সংখ্য। ] এমন আছে 
যে 1559+, 2 ষে কোন স্বাভাবিক সংখ্যা হউক না কেন। 

(৩) যাঁদ 7/+-%+ হয়, তবে 7-7-% 

(9) যাঁদ কোন সংখ্যাগোষ্ঠী,5 এমন হয় যে 5 এর মধ্যে ] আছে এবং যখনই 5 
এর মধ্যে স্বাভাবক সংখ্যা % আছে তখনই 5 এর মধ্যে তাহার অনুগামী %+ আছে, 
তবে $' সমস্ত স্বাভাবিক সংখ্যা দ্বার গঠিত ; কারণ 5 এর মধ্যে | থাকিলে 1+ বা 2 
আছে, আবার 2 থাঁকলে 2 বা 3 আছে, ইত্যাঁদ । এই চতুর্থ ধর্ম গাঁণতশাস্্রে খুবই 
প্রয়োজনীয় ইহ। গাঁণতশাস্ত্রে আরোহ-নীতি (011701016০1? 109.01017901091 
1001001017) নামে পরিচিত । কলন-াবদ্যার ষখনই কোন উপপাদ্য %- 1, 2, 3, 
০৮০ এর জন্য সত্য হয় তমনই তার প্রমাণের সময় এই আরোহ নীতির সাহাষ্য 
নিতে হয়। ূ 


পুর্ণ-সংখ্যাঞ্গোী 2 এখন স্বাভাবক সংখ্যা-গোষ্ঠীর প্রসারণের কথায় আসা। 

যাক। পূর্বেই বল৷ হয়েছে যে এই সংখ্যা-গোষ্ঠীর মধ্যে বিয়োগ প্রক্রিয়া প্রয়োগ সম্ভবপর 
নয়। তাই প্রয়োজনের খাঁতরে এই সংখ্যাগোষ্ঠীতে নিম্বীলাখত সংখ্যাগুীল 

19 725 73১ ০ এবং 9 (শূন্য) 

অথবা _7% এবং 0 
সংযোজন করা হয় &% স্বাভাবিক-সংখ্যার প্রতীক)। এই সংযোজনের ফলে সবন্র বিয়োগ 
্রক্রিয়। সম্ভবপর হয় । এখন ধনাত্মক পূর্ণ সংখ্যাগোষ্ঠী, ধণাত্মক পূর্ণ সংখ্যাগ্োষ্ঠী এবং 
শূন্য মিলে নৃতন সংখ্যাগ্োষ্ঠী (পূর্ণ বা অথও সংখ্যাগোষ্ঠী ) তৈরী হল। পূর্ণ সংখ্যা- 
গোষ্ঠীর প্রত্যেক সংখ্যার অনুগামী আছে, আবার প্রত্যেক সংখ্যা নিজেও অনুগামী । পূর্ণ 
সংখ্যাগোষ্ঠীর একটি উপগোরষ্ঠী (30৮০1৪59 বা 90599156172) স্বাভাবক সংখ্যাগোষ্ঠী । 


্্যাসানাল' 089007091) সংখ্যা £$ উপরোক্ত প্রসারণের ফলে ভাগ প্রাক্ুয়। 
প্রয়োগ করা সম্ভবপর হল না । তাই আবার পূর্ণ সংখাগোষ্ঠীর পুনঃ প্রসারণের প্রয়োজন 
হল । এই প্রয়োজনের খাতিরে যে নবগঠিত সংখ্যার আবির্ভাণ হল তার নাম 'র্যাসানাল: 
(8619191) সংখ্যা । 'র্যাসানাল” (150০9081) সংখ্যার সংজ্ঞ। নিম্বরূপে দেওয়া, 
যেতে পারে। 


বাস্তব সংখ্যা ে 


অংজ্ঞা ঃঠ যে সংখ্যাকে রর অনুপাত আকারে লেখা যায়, 7 একটি ধনাত্মক বা 


খণাত্মক পূর্ণ সংখ্যা বা শূন্য, ? একটি ধনাত্মক পূর্ণ সংখা। (কিন্তু শূন্য নয়) এবং 7 ও 
এ পরস্পর মৌলিক, তাকে 'র্যাসানাল” (0800081) সংখ্যা বলে । 


যথা 3- 3,-5--, -- --3, ইত্যাদ । 
বাস্তব সংখ্যা $ এখন দেখা যাক উপরোক্ত প্রসারিত সংখ্যাগোষ্ঠী কলনবিদ্যার 
পক্ষে যথেষ্ট হল 'কিন৷ অর্থাৎ পুরোপুরিভাবে এই প্রসারত সংখ্যাগোষ্ঠীর মধ্যে থেকে 
গাঁণতের কোন প্রাক্রিয়। প্রয়োগ করলে ফল কি এই সংখ্যাগোষ্ঠীর মধ্যে থাকবে 2 গ্রীক 
দার্শানক পাথাগোরাসের সুপাঁরচিত সঙ্কট থেকে আমরা লক্ষ্য করতে পার যে $ 
পাঁরমাণ দেখঘ্যের একটি বর্গের কর্ণের দৈধ্য যাঁদ ৫ হয়, তবে 
46 
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এখন 7252 ৮ 258 
টড 2 
পীথাগোরাস 7 কে 'র্যাসানাল' (78010920981) সংখ্যার্পে প্রকাশ করতে পারেন নাই অর্থাৎ 
7 র্যাসানাল* 0:80101791) সংখ্য। নয় । তাহলে দৈধ্যমাপেই এমন সংখ্যা আছে হ। 
'র্যাসানাল' 0800091) নয়, এর নাম দেওয়া হয় 'ইরর্যাসানাল' (1115001021) সংখ্যা । 
তাই 'র্যাসানাল' 08001791) সংখ্যাগোষ্ঠীরও প্রসারণ দরকার । কিন্তু সমস্ত 'ইরর্যাসানাল' 
(17186102091) সংখ্যার সাধারণ তত্ব খুব সহজ নয়। এর জন্য দুজন বিশ্বাবখ্যাত 
গাণত্রজ্ঞের_-একজনের নাম ডৌঁডাঁকণ্ড, অপর জনের নাম ক্যাণ্টর-তত্বের আলোচন৷ 
দরকার । ডোঁডাঁকগ্ডের 'ইরর্যাসানাল" (11180101081) সংখ্যার তত্তে সমস্ত 'র্যাসানাল' 
(5009291) সংখ্যা একটি সরলরেখায় প্রদর্শন করে একটি বিশেষ সংখ্যাকে এ সরল- 
রেখার ছেদ বা বিভাগ হিসাবে দেখা হয় । কিন্তু ক্যাণ্টরের “ইরর্যাসানাল+ (17790102081) 


৬ কলন-াবদ্যা 


সংখ্যার তত্ব সমস্ত 'র্যাসানাল” (40091) সংখ্যার ক্রমের (590061708) উপর ভিত্তি 
করে গড়ে উঠেছে । ক্যাণ্টরের তত্বে সংখ্যার দশাঁমকের মানের সহায্যে সহজে আলোচন। 
করা যায়, এখানে সেভাবেই আলোচন। করা হবে । আর ডোঁডাঁকগ্ডের তত্ব জ্যামাতর 
ধারণ পিছনে রেখে যতটা সহজ করে পারা যায় আলোচনা করা হবে। সমস্ত 
ইরর্যাসানাল” 01786101781) সংখ্যার নির্পণের পর আমরা 'র্যাসানাল' (801012091) 
সংখ্যাগোষ্ঠীর সঙ্গে ইরর্যাসানাল? 01196101091) সংখ্যাদের সংযোজন করে যে নৃতন 
সংখ্যাগোষ্ঠী পাই তাহাই বাস্তব সংখ্যাগোষ্ঠী। বর্তমান কলন-ীবদ্যার আলোচনায় এই 
সংখ্যাগোষ্ঠী স্বয়ং সম্পূর্ণ অর্থাং বাস্তব সংখ্যাগোষ্ঠীর আর প্রসারণ না করেই কলনাবদ্যার 
আলাচন। করা৷ যেতে পারে । বাস্তব সংখ্যায় অনুগামীর ধারণ। সরাসাঁর নেই । 


মুলদ বাস্তব ও অমুলদ্দ বাস্তব সংখ্যা £ বাস্তব সংখ্যার আবার অপর 
[দক থেকে দুই শ্রেণীতে ভাগ কর৷ যায় । যে সব সংখ্যা কোন ন। কোন বাঁজগাণাতিক 
সমীকরণের মূল হিসাবে পাওয়। যায় তাদের মূলদ (818০0721০) সংখ্যা বলা হয়। 
প্রত্যেক র্যাসানাল' (80191781) সংখ্যা বাস্তব মূলদ। 2, +/35» 2/2, 
২/2 72757, প্রভীত সংখ্য। যাদের করণীর সাহায্যে লেখীণযায় তারা সবাই & 
বাস্তব। কিন্তু ন্রিকোণামতির কৌঁণক মাপে ব্যবহৃত “”, বীজগাঁণতে আলোচিত “2 
প্রভীতির মত অনেক সংখ্য। আছে যার! মূলদ নয় অর্থাৎ ইহার। অমূলদ (017-2196- 
01210 বা 80509100610681)। দুরভাগ্যবশতঃ সাধাবণতঃ বাস্তবসংখ্যার বাংল। 
আলে!চনাতে প্রায় সব পুস্তকে 'র্যাসানাল' (80101091) সংখ্যাকে মূলদ ও “ইরর্যাসানাল? 
(17190101791) সংখ্যাকে অমূলদ হসাবে উল্লেখ করা হয়। ইহা ভ্রান্তি প্রসূত । প্রত্যেক 
'্যাসানাল' (81109791) সংখ্যাই মূলদ, কিন্তু প্রত্যেক মূলদই র্যাসানাল' (120101021) 
নয়_-কখনও কখনও 'ইরর্যাসানাল” (1078001791) হতে পারে । অমূলদ সংখ্যা কখনই 


বিশেষ ভ্র্গুব্য 2 বর্তমান পুস্তকের লেখক হিসেবে আমরা [২৪6101791] এবং [17126107791] 
কথা ছুটির প্রচলিত পরিভাষ! যথাক্রমে মূলদ এবং অমুলদ গ্রহণ করতে না পারাৰ জন্য দুঃখিত ; 
কারণ চ২৪101981 এবং 4১186901210 111901008] সংখ্যা বীজগাণিতিক সমীকরণের মুল হিসেবে 
পাওয়া যায় বলে মূলদ এবং 1010-218501910 17191101791 অমুলদ । হ্ুতরাং আমাদের মতে 
[২9101721 এবং 17191102091 এর পরিভাষা! মূলদ এবং অমূলদ ক্রুটিপূর্ণ । আবার 7২৪/10108] কথাটি 


ঢ.2111 শব্দ 12010129115 «19010 থেকে এসেছে, কিন্তু 1,201 শব্দ 18010 কথার অর্থ 158501 ; 
তাই পরিভাষা হিসেবে [২৪610159] এর পরিভাষা যৌক্তিক এবং [17800209] এর পরিভাষা 


অযৌক্তিক করা হয়েছিল । দুর্ভীগ্যবশতঃ গণিত বিগ্যা সমিতির এই পরিভাষ! দুটিতে আপত্তি 
থাকায় আমরা "র্যাসানাল' এবং “ইরর্যাসানাল" ইংরাজী কথা ছুটি পুস্তকে রাখতে বাধ্য হয়েছি। 


বাস্তব সংখ্যা ৭ 


ব্লযাসানাল' ৫8019281) হতে পারে না, কিন্তু 'ইরর্যাসানাল, (11800081) সংখা 
কখন মূলদ কখন অমূলদ হতে পারে। 


1.02 স্বাভাবিক সংখ্যাগোষ্ঠী (১5%91917) ০0111200181 10101010615) 


প্রাথামক মন্তব্যে স্বাভাঁবক সংখ্যার সংজ্ঞা এবং ধম্ন সম্বন্ধে ছু আলোচনা কর 
হয়েছে । এখন ছ্বাভাঁবক সংখ্যাগোষ্ঠীর মধ্যে কিছু বীজগাঁণাতক ধম্মের আলোচনা 
করা৷ হবে। সাধারণ পাঠক বর্তমান পাঠ্যসৃচি-বাহভূতি এই বাঁজগাণাঁতক ধর্মের 


আলোচনা বাদ 'দয়। পাঠাভ্যাস করতে পারেন__সেজন! এই অংশটুক সামান্য ছোট 
হরফে দেওয়। হল। 
স্বাভাবিক সংখ্যাগোষ্ঠীকে বদি (দ্বারা সুচিত করা হয় তবে ৫ যদি একটি স্বাভাবিক সংখ্যা হয়, 

তাহলে লেখা হবে £ € 1, অর্থাং স্বাভাবিক সংখ্যা ৫"? এতে আছে। এখন যোগ (+)ও 
গুণ €.) প্রক্রিয়া সম্বন্ধে সাধারণ জ্ঞান পেকে আমরা লিখতে পারি 

01) ০7৮ € ৭, যখন 251৭, 05 7 ] অবস্থিতি-নিয়ম 

(2) 2.৮ € 1, যখন 2 € 1৬, ৮ € 1৬ (2৬ 01০19378176 01 519011165) 
(3) ০7+0৯+০)-৫61৮)1+6, যখন 2 € 1৭, 85 1,৫61 ] সংযোগ নিয়ম 
(4) ০. (৮. ০)7- 6. ৮). রঃ ( 
(5) ৪2+৮-৮--৫ বিনিময় নিয়ম 
(6) ৫. 65৮.2 ] 


25509018119 12) 


গ্ঠ ঠ্ঠ 


(0011017001211৬6 18,9)) 
(7) ৪. (৮970) 2. ৮+৫ :. বিচ্ছেদ-লিয়ম (01501981156 18৬) 


আধুনিক বী্জগণিতে যে গোষ্ঠীতে 01) নং নিম সিদ্ধ, সেই গোষ্পিকে যোগের গ্রুপতন্তর (001%5 
£:০১0০910) বলে । অনুরূপভাবে ষে গোষ্মতে 0) নং নিয়ম সিদ্ধ, সেই গোষ্ঠীকে গুণের গ্র ,পতন্তর 
(050161011090155 £০997901) বলে । আবার যে গোঠীতে 0) এবং 3) সিদ্ধ, তাকে যোগের 
. অর্ধশ্রপ (৪0105 55700181002) বলে। অনুরূপভাবে গুণের অর্ধ গ্রপ ব্যাখ্যা করা ষেতে পারে। 
বিখ্যাত গণিতজ্ঞ আবেল (৮91) যে গ্রুপ আলোচনা করেন .তাতে বিনিময় নিয়ম সিদ্ধ বলে ধরে 
নেওয়া! হযেছিল, তীর নামানুসারে ষে গ্রুপে (বা গ্রপতন্ত্রে বা অর্ধপ্র.পে ) বিনিময়-নিয়ম সিদ্ধ তাঁকে 
আবেলীয় গ্রপ (বা আবেলীয় গ্রপতন্ত্র বা আবেলীর অধত্রপ ) বলে। তাহলে দেখা যায় আধুনিক 
বীজগণিতের ভাষায় স্বাভাবিক সংখ্যাগোষ্ঠী 'একটি যোগের আবেলীয় অর্ধগ্রপ এবং একটি গুণের 
আবেলীয় অর্ধগ্রপ, যেখানে বিচ্ছেদ-নিয়মও সিদ্ধ । 


অন্যাদকে লক্ষ্য, করা উঁচত ষে স্বাভাবক সংখ্যাগোষ্ঠী অসম্বদ্ধ (01501616), 
কারণ প্রতি দুইটি ক্রামক স্বাভাঁবক সংখ্যার মধ্যে অসংখ্য 'র্যাসানাল %€819091) 
বা 'উবব্যাসানাল? (11756121121) সংখা। বলা যায় । আবার দইটি প্রাভাবিক-সধ্যার 


৮ কলন-বিদ্যা 


মধ্যে কে বড় কে ছোট এই ধারণা থেকেই আসে স্বাভাবক সংখ্যাগোষ্ঠীর ক্রম-সম্পর্ক 
(01051 1£61961012) | যেমন ৫ এবং & দুইটি স্বাভাবক সংখ্যা হইলে ৫ € & 
অথবা 8 «€€ ৫ হইবেই, যখন ৫, & এর সমান তখনই কেবলমাত্র ৫-*&। এখন *€ 
€ অথবা “১* ) চিহ্টি স্বাভাঁবক সংখ্যাগোষ্ঠীর ক্রম-চহ্ন হিসাবে নেওয়া যেতে পারে। 
তাহলে আমরা দোঁখ যে, যাঁদ ৫, & € 41, তবে 'নশ্নীলাখত যে কোন একটি সম্বন্ধ 
গসদ্ধ হইবেই : 
276১৫ «৫ 9, ৮ € ৫ 

গাঁণতশাস্ত্রে ইহাই ব্রিভাগ বা ভ্রীবকষ্প-নিয়ম (01017010779 18) নামে সুপাঁরাচিত। 

পাঁরশেষে ইহা লক্ষ্য করার বিষয় যে স্বাভাবক সংখ্যাগোষ্ঠী ? এর একটি 
ক্ষুদ্রতম সংখ্যা আছে_যথা 1; আবার 5 যাঁদ স্বাভাবক সংখ্যাগোষ্ঠীর একটি 
উপগোষ্ঠী হয় তবে 5' এর মধ্যেও একটি ক্ষুদ্রতম সংখ্যা থাকবে স্বাভাঁবক সংখ্যা- 
গোষ্ঠীর এই ধর্মটিকে নিশ্ালাঁখত ভাষায় প্রকাশ কর৷ হয় : 

*? একটি সুক্লামক (%/০1] 0106190) গোষ্ঠী', উহাই গাঁণতশাস্্রে "দ্বিতীয় 
আরোহ-নীতির (59০0910 19111001116 01 10911)617791109] 110010010) মূল সূন্র। 

যোগ ও গুণ প্রাক্রিয়। এবং রূম-সম্পর্ক সমেত স্বাভাঁবক সংখ্যাগোষ্ঠী গাঁণতশাস্ত্রে 
স্বাভাঁবক সংখ্যার বাঁজগাঁণাঁতক গোষ্ঠী ?হসাবে পারাচিতঞ» 'কল্তু প্রাথামক মন্তব্যে 
বল৷ হয়েছে যে স্বাভাবিক সংখ্যার এই বাঁজগাণিাতিক গোষ্ঠী যোগ ও গুণ প্রক্রিয়। ছাড়। 
অন্য প্রাকরিয়ায় দবয়ংসম্পূর্ণ নয় বলে এই গোষ্ঠীর প্রসারণ কর৷ প্রয়োজন । 


1.03 পুর্ণ সংখ্যাগোষ্ঠী (95516]) 01117065915) 
প্রাথামক মন্তব্যে বল। হয়েছে স্বাভাবিক সংখ্যাগোষ্ঠীর প্রসারণের জন্য নিম্বালাখত 


সংখ্যাগ্ুল 
উল টিন ই নু এবং 9 (শূন্য ) 


স্বাভাঁবক সংখ্যাগোষ্ঠীর সাহত সংযোজন কর! হয়। এখন যাঁদ এই নবনির্মিত পূর্ণসংখ্যা- 
গোষ্ঠীকে 1 দ্বার সূচিত করা হয় তাহলে যেহেতু স্বাভাবিক সংখ্যাগোষ্ঠী নবানীম্নত 
পূর্ণসংখ্যাগোষ্ঠীর একটি উপগ্োষ্ঠী, সহজেই বুঝা যায় 1 একটি প্রসারিত সংখ্যাগোষ্ঠী । 
এখন এই প্রসারিত সংখ্যাগোষ্ঠীর ক্ষেত্রে উপরোক্ত সাতটি বীজগাণিতিক ( অনুচ্ছেদ 1.02 এর 

€1) থেকে (7)) নিয়ম সিদ্ধ। তা ছাড়া নিয়লিখিত আর কতকগুলি নিয়ম সিদ্ধ হয় : 

(8) ০+০-, 2৪€1 (যোগের অদ্বিতীয় একক ) 

(9) ০+৫-০)-০, 2 €1 (যোগের বিলোমের অস্তিত্ব) 

(10) ৫,1-৫, 2€1 (গুণের অদ্বিতীয় একক ) 


বাস্তব সংখ্য। ৯ 


আধুনিক বীজগণিতের ভাষায় বল! যায় পূর্ণসংখ্যাগোষ্ঠী একটি যোগের আবেলীয় গ্রুপ (51 
21011910 80902) এবং গুণের আবেলীয় অরধগ্রপ (0701111011020)55 2051121) 5900181001), 
যেখানে বিচ্ছেদ-নিয়মও সিদ্ধ। এক কথায় ইহাকে বল! হয় আবেলীয় বলয় (৪1191) ব 
5010710000801৬5 1108) | আরও লক্ষ্য করা যায়--বদি ৫ ও & ছুইটি পৃর্ণসংখ্যা হয় তবে এ. &৪-0০ 
হইলে ৫-0 অথবা &-0 অথবা ৫-৮-০ হইবেই । 

ঠিক পৃবের মত এই সংখ্যাগোষ্ঠীতে ক্রম-সম্পর্ক আলোচনা কর৷ যেতে পারে। 
এখানে ন্রভাগ-ীনয়ম থেকে আমরা পাই 

৫770১ 02 ১৯ 0, ৪2:97; 8614. 


পাঁরশেষে লক্ষ্য করা উচিত যে পূর্ণসংখ্যাগোষ্ঠীও একাট অসম্বদ্ধ বা 'বাচ্ছন গোষ্ঠী । 


1.04 “ব্যাসানাল” (781107791) সংখ্যাগোষ্ঠী (১551910) ০01 18010191] 
11811010915) 
প্রাথীমক মন্তব্যে বল হয়েছে পূর্ণসংখ্যাগোষ্ঠীর মধ্যে যোগ, বিয়োগ, গুণ প্রক্রিয়া 
সম্ভব, কস্তু ভাগপ্রক্রিয়। সম্ভবপর নয়, কারণ ভাগপ্রাক্রয়ার প্রয়োগে ফল পূর্ণসংখ্যা- 
গোষ্ঠীর একটি সংখ্যা নাও হতে পারে। সেজন্য পূর্ণসংখ্যাগোষ্ঠীর প্রসারণ করে 
র্যাসানাল” (801017121) সংখ্যাগ্োষ্ঠী তৈরী কর। হল। এখন র্যাসানাল সংখ্য। বলতে 
আমরা বুঝব 11 ধরণের একাঁট সংখ্যা, যেখানে / একাট ধনাত্মক বা খণাত্মক 
পূর্ণসংখ্যা বা শূন্য, এ একাঁট ধনাত্মক পূর্ণসংখ্য। (কিন্তু শুন্য নয়) এবং ৮ ও ৫ 
পরস্পর মৌলিক। এই সংজ্ঞা থেকে আমরা দোখ ষে সকল পূর্ণসংখ্য। “র্যাসানাল, 
(18010121) সংখ্যা, কিন্তু সকল 'র্যাসানাল” (7800121) সংখ্যা পূর্ণসংখ্যা নয় । 
প্রথমে 'র্যাসানাল' (811008]) সংখ্যাগোষ্ঠীর কিছু বীজগাণিতিক ধনের কথা উল্লেখ করা হবে। 
এই সংখাগোষ্ঠী যোগের একটি আবেলীয় গ্রুপ (800101%০ ৪6০1187 &০৮) এবং শূন্ধ বাদে 
সকল 'র্যাসানাল' (96101081) সংখা! গুণের একটি আবেলীয় গ্রপ (07011011০80 2061180 
£10990) এবং বিচ্ছেদ-নিয়মও বলবৎ । ত'হলে গুণের ক্ষেত্রে 'র্যাসানাল" (80091081) সংখ্যাগো্ঠীর 
(£₹ এর )আবেলীয় অর্ধপ্র.পের ধর্মগুলি ছাড়া নিম্নলিখিত ধর্মগুলি লক্ষণীয় : 
(1) এ. 1--28, 285 £& (গুণসংক্রান্ত একক ) 
(11) ৫, ০-;- 1১ 2 (52 0) € £ (গুণসংক্রান্ত বিলোমের অস্তিত্ব) 
বীজগণিতের ভাষায় “রাসানাল' (8019091) সংখ্যাগোর্ঠীকে এক কথায় বলা হয় একটি ক্ষেত্র 
€9914)। ৃ 
* %এখন 'র্যাসানাল* 0%107)81) সংখ্যাগোর্ঠীর জ্যামাঁতক প্রতির্প (2০971911081 
161016501712.1010) সম্বন্ধে আলোচন। করা দরকার । একটি সরলরেখার উপর একটি 
স্থির মূলাবন্দু (0) ধরা হল । মৃলাবিন্দুর ডানাদকে যে কোন দূরত্বকে একক ধরে সমান 


১০ কলন-াবদ্য। 


সমান এ দূরত্ব নিয়ে 1, 2, 3, *** চাহ্ত করা হল। মৃলাবিন্দুর বামাঁদকে সমান সমান 
এ দূরত্ব নিয়ে 1, -2, -3, ”** হ'ত করা হল । এখন মনে কর 171 একি 
স্থির 'র্যাসানাল' (180101)21) সংখ্যা । এই সরলরেখার প্রাতি একক দৈধ্যকে ৫ সংখ্যক 





তি: নহি 9 | 2 ৩ 


সমান অংশে ভাগ করলে 719 'র্যাসানাল” 090109081) সংখ্যাঁটকে এ সরলরেখার 
উপর একাট বিন্দুর (0) দ্বার। 'চাহত কর যেতে পারে যাঁদ ০00-%.11৫ হয়। 
এইভাবে একটি সরলরেখার উপর সকল র্র্যাসানাল (৪619091) সংখ্যার একটি 
জ্যামিতিক প্রতিরূপ কষ্পন৷ করা সন্তর। কিন্তু একটি সরলরেখার উপর যে কোন 
বন্দু কি 'র্যাসানাল' (:20101791) সংখ্যা হবে 2 পাীথাগোরাসের সুপাঁরাচিত সঙ্কটের 
কথা প্রাথথামক মন্তব্যে বল৷ হয়েছে । অতএব ইহা স্পষ্ট দেখা যায় দৈধ্যমাপের এমন 
সংখ্যা আছে য। 'র্যাসানাল” (8610091) নয় । তাহলে যাঁদ একাঁট সরলরেখাকে 
কোন বিন্দুতে কাটিয়া ফেলা হয়, তবে সেই কার্তিত 'বন্দুটির দুইরকম অবস্থা হতে 
পারে যথা £$ বিন্দুটি একটি 'র্যাসানাল” (0:80101791) সংখ্যর প্রাতরূপ হতে পারে 
অথবা শবদ্বুটি একাঁট “ইরর্যাসানাল” (11050010081), যাহ। র্যাসানাল” 0900121) 
নহে, সংখ্যার প্রাতিরূপ হতে পারে। এখন সরলরেখার দুইটি ভাগের প্রত্যেকাঁটতে 
অসংখ্য 'র্যাসানাল' (901010081) সংখ্য। আছে--বামাঁদকের ভাগাঁটকে ষাঁদ 1, দ্বারা 
সূচিত করা হয় এবং ভানাঁদকেরাটিকে যাঁদ 0 দ্বার৷ সুচিত কর৷ হয়, তবে সহজেই দেখ। 
ষায় যে 


(১) যে কোন রর্যাসানাল" (18101017981) সংখ্যা হয় /, তে আছে,ন। হয় 0 তে 
আছে, তা না হয় ছেদাঁবন্দুর (কার্তত বিন্দুর ) উপরে আছে । যাঁদ ছেদাবন্দুর উপরে 
থাকে, সুবিধামত আমরা সেই বিন্দুটিকে যে কোন একাঁটি ভাগে রাখতে পারি এবং 
তখন আমরা বলতে পার ষে কোন 'র্যাসানাল' (৪010091) সংখ্যা 1, তে আছে ব। 
€ তে আছে। 

(২) 4, এর যে কোন “র্যাসানাল” (090091091) সংখ্যা এর ষে কোন 'র্যাসানাল' 
(800191) সংখ্যার চেয়ে ক্ষুদ্রতর । উপরোন্ত দু'টি ধর্ম ডোঁডাকণ্ডের 'র্যাসানাল? 
(1809291) সংখ্যাগোষ্ঠীর বিভাগের বিশেষত্ব । এই দুইটি ধর্মের মধ্যে দ্বিতীয় ধর্ম 
হতে সহজেই বুঝা যায় যে 7 বা 0 কোনাটই খালি (90110) হতে পারে না। 
এখন 7, কে নিম্বতরগোষ্ঠী (বা নিশ্রতরবর্গ 2 [০1 01855 ) এবং 0 কে উচ্চতর- 


বাস্তব সংখ্য। ১১ 


গোষ্ঠী €(ব। উচ্চতরবর্গ _ 7019091 01853) বল। হয়। 'বভাগাঁটকে চিহত করা হয় 
(4, :০) দ্বার। । 


« জংজ্ঞ1 2 সমস্ত 'র্যাসানাল' (78619081) সংখ্যার এক বিভাগকে (0, 0) 
ডেডিকিগ্ডের বিভাগ বল৷ হবে যাঁদ নিমশ্বীলাখত দুইটি সর্ত 1সদ্ধ হয় £ 


(১) যে কোন 'র্যাসানাল” 0%1101791) সংখ্যা 1, তে আছে বা 0 তে আছে; 
(২) 4,এর যে কোন 'র্যাসানাল” (18061091191) সংখ্যা 0 এর যে কোন 'র্যাসানাল” 
(210101091) সংখ্যার চেয়ে ক্ষুদ্রুতর । 


এখন আলোচন। করা হবে 'র্যাসানাল” 08610021) সংখ্যাসমূহের ডোঁডাঁকও 
[বিভাগ কয় প্রকারের হতে পারে । মনে কর ?%/৫ ষে কোন একটি "স্থির “র্যাসানাল? 
(78101017981) সংখ্যা । এখন 1, এতে রাখা হল সেই সব 'র্যাসানাল' (08019081) 
সংখ্যা যারা €.7/৫ এবং ০ তে রাখা হল সেই সব 'র্যাসানাল' (90191081) সংখ্য। 
যারা ১ 719। সহজেই অনুমান কর৷ যায় ইহা একটি ডোঁঘকিণ্ডের বভাগ, কারণ 
ডোঁডাঁক্ডের বভাগের দুইটি ধর্মই বিদ্যমান । 


আবার মনে কর 715 যে কোন একটি স্থির 'র্যাসানাল (18019281) সংখ্যা । এখন 
1, এতে রাখা হল সেই সব 'র্যাসানাল” (80101081) সংখ্যা যারা «€7/5 এবং 
[তে রাখা হল সেই সব 'র্যাসানাল* (8610081) সংখ্যা যারা ১৯ 7/$॥ তাহলে এই 
(7, 0) একাঁট ডোঁডাঁকগডের বিভাগ । 


উপরোন্ত দুইটি ডেঁডাকণ্ডের বিভাগের পার্থক্য হল প্রথমটিতে 1 এতে একাঁট 
চরম 'র্যাসানাল' 02010781) সংখ্যা আছে এবং 0৮ এতে কোন অবম 'র্যাসানাল? 
(0800791) সংখ্যা নাই ; কিন্তু দ্বিতীয়াটতে /, এতে কোন চরম সংখ্যা নাই এবং 
1 এতে একটি অবম সংখ্যা আছে । তাহলে ক এখন একটি ডোঁডকিও বিভাগ 
আছে যেখানে 1, এতে একটি চরম সংখ্যা আছে এবং 0 এতে একটি অবম সংখ্যাও 
আছে। ইহা অঙসন্ভব। কারণ, যাঁদ সম্ভব হয় ; তবে এরূপ একি ডোঁডাকও বিভগ 


১২ কলন-াবদ্য। 


ধরা হল । তাহলে মনে কর 7, এর চরম সংখ্যাটি / এবং 0 এর অবম সংখ্যাঁট & ; 
অতএব ? €: %; এখন লক্ষ্য কর 


1 এ »লঠ ৫+7) এ & 


তাহলে ৮» সি (1+%) সংখ্যাটি 'র্যাসানাল? (8 00721) বটেই, 'কন্তু ইহা ? এর চেয় 


বড় বলে £ এতে থাকতে পারে না, আবার ইহা। & এর চেয়ে ছোট বলে 0 এতে থাকতে 
পারে না। 'মতএব ৮ 041190981) সংখ্যাটি 7, এতে নাই এবং € এতেও নাই, সুতরাং 
ডোঁডাঁকণ্ডের বিভাগের ৫২) নং ধরন আঁবদ্যমান। অতএব (7, 0) বভাগাঁট 
ডোঁডাকণ্ডের বিভাগ হতে পারে না । 

এখন উপরোন্ত দুরকম ডোঁডাকণ্ডের বিভাগ ছাড়া আর একটি বিভাগ কিছুক্ষণ 
আগেই উল্লেখ করা হয়েছে, যথা : একটি সরলরেখাকে এমন একটি 'বন্দুতে কেটে 
ফেলা হল যখন কাঁতত বিন্দটি একাঁট 'র্যাসানাল' (08001091) সংখ্যার প্রাতরৃপ 
নয়_প্রাতিটি এরূপ ডোঁডকিণ্ডের বভাগে লক্ষণীয় বিষয় হল যে £ গোষ্ঠীতে কোন 
চরম 'র্যাসানালঃ (120101781) সংখ্যা নাই এবং £/ গোষ্ঠীতে কোন অবম 'র্যাসানাল: 
(7800081) সংখ্য। নাই ; এরূপ প্রত্যেকাঁট বিভাগ থেকেই এক একটি “ইরর্যাসানাল' 
(10280109041) সংখ্যার উৎপাঁন্ত- ইহাই ডেোডাকণ্ডের 'ইরর্যাসানন্র? (1118009021) 
সংখ্যর তত্ব । 'র্যাসানাল' (780০901) সংখ্যাগোষ্ঠীও একটি অসন্বদ্ধ গোষ্ঠী । 


1.05 'ইরর্যাসানাল? (77509581) সংখ্য। 
'ইরর্যাসানাল” (108009091) সংখ্যার আস্তত্বের উদাহরণ হিসাবে আমরা 
নিম্নালাখত প্রশ্নগুলর সমাধান করব : 


উদ্দাহরণ 1. প্রমাণ কর যে ১2 'র্যাসানাল? 0২89791) সংখ্য। 
নয়। 


সমাধান £ যাঁদ সম্ভব হয়, মনে কার ১2 একটি 'র্যাসানাল' (080191091) 
সংখ্যা । সুতরাং 'র্যাসানাল? (8019281) সংখ্যার সংজ্ঞা থেকে আমর। লিখতে পার 


রি 27 
? 
? ও ৫ পূর্ণসংখ্য। এবং পরস্পর মৌলিক। 
[7-2৫7 7709 
এখন স্পষ্টতঃ দেখা যায় 2? একটি খুগ্জধা সংখ্যা, তাহলে 1৪ একটি যুগ্ধা সংখ্যা ৷ 


বাস্তব সংখা। ৯৩ 


যেহেতু কেবল যুগ্ম সংখ্যার বর্গ একাঁট যুগ্ম সংখ্যা, সেহেতু ? একট যুগ্রা সংখ্যা ॥ 


তাহলে আমরা 'লখতে পার 
17- 271 -** (2) 


এখন (1) এবং (2) হতে আমর। পাই 
47715 _ 275 

অথবা 727 2725 
পূর্বের মত যুন্তর দ্বারা আমরা দেখাতে পারি ষে ? একটি যুগ্ম সংখ্যা। অতএব 
আমরা লিখতে পার 

77 27 ২২03) 

(2) এবং (3) হতে প্রতীয়মান হয় ষে ? এবং এ পরস্পর মৌলিক নয়, কিন্তু ইহ। 
কষ্পনা-বরূদ্ধ। এই কপ্পনা-বিরুদ্ধ ফল পাওয়া গেল আমাদের ভ্রান্ত অনুমানের 
জন্য । অতএব আমাদের অনুমান (অর্থাৎ ৯/%ু একাট যৌন্তক সংখ্য।) ঠিক নয়৷ 
সুতরাং /ঠু 'র্যাসানাল” (191101021) সংখ্য। নয় । 


উদ্দাহরণ 2 প্রমাণ কর যে 45 'র্যাসানাল' (08609091) সংখ্য। 
নয় । 
সমাধান £ প্রথমে আমর৷ লক্ষ্য কার 
92252 2 (1) 
এখন যাঁদ সম্ভব হয়, মনে কার ১3 একটি “র্যাসানাল' (0%0101081) সংখা । সুতরাং 
আমরা [লিখতে পারি 


২/ন -্ 


৯০1 ৬৩ 


অথব। 37 
গরু 
12-25 2 
রহ 


অথব। 1০2 যেহেতু প্র ধনাত্বক 


অথবা ৫7 € 2৫ 
অথবা ০7-৫€৭ এছ (3) 
এখন আমর দেখাতে পার ষে বখনই 7৭. 3?8, তখনই 'নম্নীলাখত অভেদ 
সদ্ধ হবে £ 
(3?-০)* -* 302 _ 2) 


১৪ কলন-াবদ্যা 


(3? -17)-300-?)5 
2036 _-7)- 2.0-0 


তাহলে লক্ষ্য কার যে 4/3-- হইলেই 43 75? হইবেই। 


0-53277 

4 7-£ 
'যেহেতু ৮ ও ? পরস্পর মৌলিক, 7 ও? এর মধ্যে ] ছাড়া কোন উৎপাদক নেই। 
অতএব 

7-2১7 শত (4) 

স্পষ্টতঃই (3) এবং (4) পরস্পর-ীবরুদ্ধ । অতএব আমাদের অনুমান (২/3 একটি 
প্র্যাসানাল' 080101791) সংখ্যা ) মিথ্যা | 

২/3 একটি “র্যাসানাল” (8010181) সংখ্যা নয় । 


অন্ুুমীলনী ঃ যাঁদ 7 একটি অ-পূর্ণবর্গ ধনাত্মক পূর্ণসংখ্যা হয়, তবে দেখাও 
যে ২/7% একটি “র্যাসানাল” (12010179]) সংখ্যা নয় । 
সঙ্কেত £__দতীয় উদাহরণের মত। 

উপরোস্ত উদাহরণ সাহায্যে 'ইরর্যাসানাল? (78019291) সংখ্যার আস্তত্ব দেখানো 
হৃল। এখন ডোঁডাকণ্ডের এবং ক্যাপ্টরের তত্বের সাহায্যে 'ইরর্যাসানাল” (17860101781) 
সংখ্যার আস্তত্ব সহজে আলোচন। করা হবে। 


ডেডিকিগ্ডের তত্ব £ পূর্বের অনুচ্ছেদে বল৷ হয়েছে যে, সমস্ত 'র্যাসানাল: 
(18019091) সংখ্যাকে একটি সরলরেখায় প্রদর্শন করে সরলরেখাকে যাঁদ দুই অংশে ভাগ 
কর হয় তবে একটি 'িশেষ ক্ষেত্রে সরলরেখার ছেদাঁবন্দুটি একটি “ইরর্যাসানাল: 
018010081) সংখ্যার প্রাতিরূপ হতে পারে । এই ধারণার 'ভাত্ত করে ডোঁডাকণ্ডের 
“ইরর্যাসানাল' ৫1809291) সংখ্যার তত্ব গড়ে উঠেছে । শুন্য সমেত সমস্ত “র্যাসানাল' 
'(1800091) সংখ্যা গোষ্ঠীকে দুভাগে এমন ভাবে ভাগ করা হল যে 

1) প্রত্যেকটি র্যাসানাল যৌন্তক সংখ্যা 1, কিংবা 4 গোষ্ঠীতুন্ত 

2) 4, গ্লোষ্ঠীর যে কোন “র্যাসানাল” (18601081) সংখ্যা £ গোষ্ঠীর প্রাতিটি 
“র্যাসানাল' (18119091) সংখ্য। অপেক্ষ। ক্ষুদ্রুতর 

3) 4, গোষ্ঠীতে কোন চরম (বৃহত্তম ) 'র্যাসানাল+ (৪0০091) সংখ্যা নাই এবং 
এ গোষ্ঠীতে কোন অবম (ক্ষুদ্রতম) প্রগসানাল” (18001081) সংখা। নাই : 


বাস্তব সংখ্য। ১৮ 


তাহলে এমন কোন 'র্যাসানাল" 0:8010791) সংখ্যা নাই যা 7, এর প্রত্যেকটি সংখ্য। 
থেকে বৃহত্তর এবং £ এর প্রত্যেকটি সংখ্যা থেকে ক্ষুদ্রতর। এর্‌প প্রত্যেক 
ডোঁডাঁকগের বিভাগের সঙ্গে একটি “ইরর্যাসানাল* (17861017981) সংখ্যার আস্তিত্ব 
'বদ্যমান, যেখানে এই “ইরর্যাসানাল* (179010791) সংখ্যাটি 7, এর প্রত্যেকটি সংখ্যা 
থেকে বৃহত্তর এবং 4 এর প্রত্যেকটি সংখ্যা থেকে ক্ষুদ্রুতর । এই জাতীয় প্রত্যেকটি 
1বভাগ থেকেই একটি 'ইরর্যাসানাল” (11816101981) সংখ্যার উৎপাত্ত। এর্‌প সমস্ত 
ডোঁডাঁকগ্ডের বিভাগ নিলে সমস্ত “ইরর্যাসানাল; (17786191081) সংখ্য। পাওয়া যাবে। 


ক্যাণ্টরের তত্ব £ঠ আমরা জান যে কোন 'র্যাসানাল (026010791) সংখ্যাকে 
যাঁদ দশাঁমকে প্রকাশ কর হয় তবে সেই দশাঁমক সসীম বা আবৃত্ত (পৌনঃপুঁনক) 
হয়। অর্থাৎ যে কোন সসীম বা আবৃত্ত দশাঁমকের মান একটি 'র্যাসানাল' (781010291) 
সংখদ। যেমন 


1732 


11১4-1060 5 


16-8, 14285? 8০ 


অবশ্য এক্ষেত্রে একটি 'র্যাসানাল+ (080101181) সংখ্যার দুইরকম দশাঁমক প্রকাশের 
সম্ভাবনা থাকে । যথা 1 -1:00-.--*0 1 এক্ষেত্রে যাঁদ অনন্ত 9 দ্বারা দশাঁমক 
প্রকাশকে অগ্রাহ্য কাঁর তবে প্রতে!ক 'র্যাসানাল (7%001081) সংখ্যার একটি মান্র 
দশামক প্রকাশ থাকে । এখন এমন যাঁদ একটি দশামক প্রকাশ হয় যা সসীম বা আবৃত্ত 
নয়, সেই দশাঁমকের মান 'র্যাসানাল' (781109111) হতে পারে না। যেমন 
1:414213-. ১ 314159- 
তাহলে দেখা যায় “র্যাসানাল, (78010781) সংখ্যা ছাড়া এমন সংখ্যার আস্তত্ব আছে। 
পৰে লক্ষ্য করা হয়েছে +/2 একটি “ইরর্যাসানাল? (11781101181) সংখ্য। । এখন 
৯2 এর দশামক প্রকাশ কি রকম হয় আলোচন। কর যাক । দশাঁমক প্রকাশ করার 
পদ্ধতিটি নম্নে সংক্ষেপে দেওয়। হল £ 


মনে কর ৮(-1) সংখ্যাটির দশাঁমক প্রকাশ বাহর করতে হবে। এখন ধর 


১105 এবং 4.» [1075], এ ]+ চিহ্টির দ্বারা আমর। বুঝ 107, এর মধ্যে 
সবচেয়ে বড় পূর্ণসংখ্যা যতটা আছে । 


এখন যাঁদ 4: - 10২ হয়, তাহলে দশাঁমক প্রকাশ এখানে শেষ । 
যাঁদ . 7০105 হয়, তাহলে ধর ৪ 105 4. এবং এ - [1015] 
এখন যাঁদ 99 » 109 হয়, তাহলে দশামক প্রকাশ এখানে শেষ । 


১৬ কলন-াবদ্যা 


যাঁদ 42-10% হয়, তাহলে আবার ধর 7৪7 1075 - 95 এবং ৪ - [105]. 
এইভাবে বার বার প্রয়োগের ফলে ৮ সংখ্যাটির দশাঁমক প্রকাশের অক্ক্গুল 
যথা ৭1, 72," বাহর করা যায় । 


উদ্দাহরণ। ধরা যাক ০ রি 
মনে করা যাক 71 2 
৫ - [10:17 [88] 04107: 
তাহলে 21 72107)1 
আবার ধরা যাক 17:- 101 -9,-28-0 
৫০ - [10121 - [ক] » 7 4৫105 
যেহেতু 297-2-1078, আবার ধরা যাক 1১ - 1015 _ 927 99 -7-2 
9৪ - [1081- [51-5 
যেহেতু ৫৪ - 1078, দশাঁমক প্রকাশের পদ্ধীতটি এখানে শেষ হচ্ছে এবং 
আমরা পাই 


3 _*07500....- 


7 5 
40 108 105 


51০ 


উদাহরণ 2 ধর ৮. 
মনে কর 17২ -্₹ 
৫77 (10751- [81] _ 11075 
তাহলে 4৫: 7101 
আবার ধর 1727 1015 -_ ৫১ -£- 17 
০2 - [102] » [382] ৮ 6 41019 
যেহেতু ৫57-2107%, আবার ধর 1৪ » 10 -৫2 --6 ৫ 
29 - [10751- [৪] ». 6 «108 


অতএব দেখা যায় পদ্ধাত বার বার প্রয়োগ করলে দশাঁমক প্রকাশের শেষ হয় না 
এবং বার বার 6 আসে । - সুতরাং $ এর দশামক প্রকাশ একটি আবৃত্ত দশমিক । 
০1066. 
[.] 


1], 6 6 _, 96 
নত" [তি + 71057 


বাস্তব সংখ্য। ১৭ 


উদ্ধাহরণ 3 ধর ০. /2-10. রে 


৭ - [1017]-[ /2]-1] 
যেহেতু 4:74 107;,» ধর 5 - 1075 -_9- ৯2-1 
০5 - [10/5]-1[10/2- 10] [10/2]_ 10 
সহজেই দেখা যায় 14৭ (10/2) «15 অর্থাৎ [10 ২/21- 14 
2০-14-10-4 
ধর 7৪7 1075 -৫,-10২/2_10-4- 10৮2 -14 
৫১ - [1075]-11090/2--140]- [100 ২/2]-_140 
এখন [100 ২/2] - 141 
৫2,- 14] _-140-1] 
এইভাবে পদ্ধাতি বার বার প্রয়োগ করলে দেখা যায় দশাঁমক প্রকাশের কোথাও শেষ নাই, 
উপরক্তু আবৃত্ত দশীমকের আশা নেই। নু এর দশমিক প্রকাশ সসীম নয় আবার 
আবৃত্ত নয়; ৯/2 একটি অপৌনঃপুনিক দশামক । 


২2 1-4142-- 
এ ] বৃ নর 
7: + 50+ 7তিহ+10৯*505+ 


দশাঁমক সংখ্যার সাহায্যে ক্যাণ্টরের তত্ব সহজভাবে আলোচন৷ কর হলে বলতে হয় 
যে সকল দশাঁমক সংখ্যার মান র্যাসানাল” (580101781) নয় অর্থাৎ যখন দশামিক সীম 
বা আবৃত্ত তখন তার মান 'র্যাসানাল (18010191), কিন্তু যখন দশমিক অনন্ত এবং 
অপৌনঃপুনিক তখন তার মান “ইরর্যাসানাল” (01078610091) | 


সংজ্ঞা ঃ যে সংখ্যাকে রি অনুপাতে লেখা সম্ভব নয় অথব৷ যে সংখ্যার 


দশাঁমক প্রকাশ সসীম বা আবৃন্ত নয় ( অথব। যে সংখ্যার দশমিক প্রকাশ অনন্ত এবং 
অপৌনঃপুীনক ) তাকে 'ইরর্যাসানাল+ (10128010191) সংখ্য। বলে। 


1.06 বাস্তব সংখা (1২521 100170091) 

সকল 'র্যাসানাল” 08210101081) এবং 'ইরর্যাসানাল' (11186101081) সংখ্যার দ্বারা 
গ্রঠিত ধে সংখ্যাগোষ্ঠী তাহাই বাস্তব সংখ্যাগোষ্ঠী। অতএব বাস্তব সংখ্যা বলতে 
আমর। বুঝ একটি র্যাসানাল” (18.0101081) বা “ইরর্যাসানাল (175001081) সংখ্যা । 


১৮ কলন-বিদ।। 


প্রথমে বাস্তবসংখ্যাগোরষ্ঠীর কিছু বাঁজগাণাতিক ধর্মের কথ। উল্লেখ কর হবে। এই 
সংখ্যাগোষ্ঠী যোগের একটি আবেলীয় গ্রুপ (890106 ৪0০11810 £০9) এবং শূন্য 
বাদে সকল বাস্তব সংখ্য। গুণের একটি আবেলীয় গ্রুপ (01010110806 2061180 
৪৮:০৪) এবং এই গ্রোষ্ঠীতে 'বিচ্ছেদ-নিয়ম বলবৎ । বাঁজগ'িতের ভাষায় বাস্তব সংখ্য। 
গোষ্ঠীকে বলা হয় একটি ক্ষেত্র (6510) । এই সংখ্যাগোষ্ঠীতে নিম্নলিখিত কলম সম্পর্ক 
(01061 161961011) বিদ্যমান : 


ধনাত্মক বাস্তব সংখ্যাগোষ্ঠী 4) এর মধ্যে আমরা দোঁখ 
(1) ০6,76৮ হইলে %+)6% 
(2) ১৪ &, 9 € ৮ হইলে %.)6€% 
(3) ০ € £ হইলে -%$ £ (অর্থাৎ -2 সংখ্যাটি ৮ তে নাই ) 
(4) ০১ € £ হইলে ১-.0 অথবা % € £ অথবা -%€ ৮ 
(4 সূচিত করে বাস্তবসংখ্যাগোষ্ঠী ) 


উপর্তু বাস্তবসংখ্যার যে কোন একটি উপগোষ্ঠীর একটি উচ্চপ্রাস্ত (80761 ৮০০09) 
থাকলে একটি ক্ষুদ্রতম উচ্চপ্রান্ত 01885 01991 0০900) থাকবে । প্রান্তের ধারণার 
কণা দ্বিতীয় অধ্যায়ে বলা হবে । ইহা গাঁণতে সন্বদ্ধতা-স্বৃতগীসদ্ধ (০০019150055 
৪%10107) নামে পাঁরাচিত। অতএব বাস্তবসংখ্যাগোষ্ঠী একাট*সম্বদ্ধ 'বন্যস্ত ক্ষেত্র 
(০01011906 0106760 9610) । 


ডেডিকিগ্ডের বাস্তব সংখ্যার তত্ব ঃ বাস্তবসংখ্যাগোষ্ঠীকে এমন দুভাগে 
(0, ?) ভাগ কর৷ হল যেন 
(1) প্রত্যেক বাস্তব সংখ্যা £& কিংব৷ ?' গোষ্ঠীভুন্ত 
(2) 4 গোষ্ঠীর যে কোন বাস্তব সংখ্য। ?' গোষ্ঠীর প্রাতাট বাস্তব সংখ্যা অপেক্ষা 
ক্ষুদ্ূতর ; 


তাহলে এরুপ বিভাগকে আমরা ডোঁডকিণ্ডের বাস্তব সংখ্যার বভাগ 099৫91100 
9০০6000. 01181 7)00106675) বলব । এখন এরূপ বিভাগ মান্র দুই প্রকারের £__ 

(১) 4 গ্োষ্ঠীতে একাঁট বৃহত্তম সংখ্যা আছে, কন্তু 7" গোষ্ঠীতে কোন ক্ষুদ্রতম 
সংখ্য৷ নাই। 


(২) 4 গোষ্ঠীতে কোন বৃহত্তম সংখ্য। নাই, কিন্তু ?' গোষীতে একটি ক্ষুদ্রতম 
সংখ্য। আছে । 


বাস্তব সংখ্য। ১৯ 


ডোঁডাঁকগ্ডের 'র্যাসানাল' (801017191) সংখ্যার বিভাগের মত এক্ষেত্রে কিন্তু এমন 
কোন বিভাগ থাকতে পারে ন৷ যেখানে 4 গোষ্ঠীতে কোন বৃহত্তম সংখ্য। নাই এবং এ' 
গোষ্ঠীতে কোন ক্ষুদ্রতম সংখ্যা নাই । অতএব প্রত্যেকটি ডোঁডাকিণ্ডের বাস্তব সংখ্যার 
ণবভাগের সঙ্গে একটি বাস্তব সংখ্যা (€) এমনভাবে জাঁড়ত যে « থেকে ছোট যে কোন 
বাস্তব সংখ্যা £ গোষ্ঠীভুন্ত এবং « থেকে বড় যে কোন বাস্তব সংখ্যা ?' গোষঠীভুন্ত 
এবং « এর অবস্থান £এ অথবা ?এ হতে পারে, যখন «* এর অবস্থান £এ, 
তখন 4 এর বৃহত্তম সংখ্যা % এবং যখন * এর অবস্থান এএ তখন ?এর 
ক্ষুদ্ুতম সংখ্যা ০ । 


ক্যাণ্টরের বাস্তব সংখ্যার তত্ব ঃ দশাঁনক সংখ্যার সাহায্যে ক্যাণ্টরের 
তত্ব সহজভাবে বলা যেতে পারে যে, সকল দশামক সংখ্যার মান একট বাস্তব সংখ্যা । 
সংখ্যার দশামকে প্রকাশ সসীম, আবৃত্ত বা অনন্ত এবং অপৌনঃপুনিক যাহাই হোক ন। 
কেন, ইহার মান একাঁট বাস্তব সংখ্যা । 


উভয় তত্তের দিক থেকে দেখা যায় যে বাস্তব সংখ্যাগোষ্ঠীর মধ্যে কোন ফাক (8৪10) 
নাই অর্থাৎ ইহা একাঁট সম্বদ্ধ বা আঁবাচ্ছন্ন সংখ্যাগ্োষ্ঠী। এইজন্য বাস্তব সংখ্যা- 
গোষ্ঠীকে গাঁণাতক সম্বদ্ধতা (81107)500 0017000017) বলে। এখন বাস্তব 
সংখ্যাগোষ্ঠীর জ্যামিতিক রূপায়ণের জন্য যাঁদ স্বতগ্ীঁসদ্ধ হিসাবে ধরে নেওয়। হয় যে 
একাঁট সরলরেখার প্রাতিটি 'বন্দুই একটি বাস্তব সংখ্যা ; তবে এই সরলরেখাটিকে বল৷ 
হয় বাস্তক অক্ষরেখা (7২০৪] 215) বা রোখক সন্গদ্ধতা (11106870010) বা 
জ্যামাতিক সম্বদ্ধতা (৪০090761710 ০017011070019) ৷ বাস্তব অক্ষরের প্রাতাট বন্দু 
একটি বাস্তব সংখ্যা সুচিত করে অথব৷ বিপরীতভাবে প্রাঁতাট বাস্ধব সংখ্যার প্রাতরূ্প 
বাস্তব অক্ষরেখার উপর একাঁট বন্দু । ইহাই গাঁণতে ক্যাণ্টর-ডোডাঁকও স্বত£ীস্ধ 
(080601-19091011)0 81011) নামে পারচিত। এই ম্বৃতঃাঁসদ্ধের জন্য কলন- 
বিদ্যায় বাস্তব সংখ্যা এবং বিন্দু কথা দুইটির পারস্পারক 'বানময়ের প্রচলন আছে । 

. পাঁরশেষে উল্লেখ করা যেতে পারে যে দুইটি বাস্তব সংখ্যার (ও) এর) জন্য 
একাঁট ধনাত্মক পূর্ণসংখ্য। % বল। যেতে পারে যাতে % ৮ )। ইহাই গাঁণতে 
আঁর্কামাঁডপীয় ক্রম (2101)11760681 91061) সম্পর্ক নামে পাঁরাঁচত | 


বাস্তব সংখ্যাগোষ্ঠীর 'বাঁভন্ন ধর্মের বিমূর্ত ধারণ৷ থেকে আধুনক গাঁণতের টোপোলাজ 
€0০৩8) বা বিমূর্ত বীঁজগাঁণত (৪9080€ 8180019) প্রভাতি সবই পাওয়া 
বায়। 


২০ কলন-বদ্য। 
1.07 বাস্তব সংখ্যার মাপাঙ্ক (০0109 ০01 95010665 ৪1006 01 
158] 10101)061) 
একটি বাস্তব সংখ্যার (»% এর) মাপাঙ্ক নিশ্নীলাখতভাবে ব্যাখ্য। কর। যেতে পারে £ 
| % |" ৮, যাঁদ ৮৯০ 
--৮ সম] 
সদ. 0, যাঁদ %-০ 
(1 % | -% বাস্তব সংখ্যার মাপাঙ্ক ) 
উদাহরণ 'হসাবে লেখা যেতে পারে 
| 5| ০ | 5 | মূ -(-5)-55, | 0| ৮ 0), 
|3-51| 7 | -21 -2, ইত্যাদ। 
এখন মাপাঙ্কের কু ফলাফল সম্পর্কে আলোচনা করা হবে । 
(ক) যাঁদ ৮-) হয়, তবে | ৮%-)1| 70) 
[বপরীতভাবে | ৮-) | »0 হইলে 2.) 
(খ) 14-1-৮17-%] 
যেমন 13-51 -2-1]15-3| 
গ) 1%-)17+1)-21 1 2-5%1 
যেমন |3-51|+15-81-7-2+3-5, | 8-3| -5 
| 3-51+15-81 7 18-3] 
আবার |4-9 | + |9-5] -5+4-9, |] 5-4 | »] 
| 4-91|+19-51]৮15-ৰ] 
মাপাঙ্কের এই নাট ফল উচ্চগাঁণতে বিশেষ প্রয়োজনীয় । যে কোন গোষ্ঠীতে 
যাঁদ মাপাঞ্কের সংজ্ঞ। দেওয়। থাকে এবং এই গোষ্ঠীর দুইটি বিন্দুর দূরত্ব এই মাপাঞ্কের 
মানে এপি ব্জজ্ছুয় এবং উপরোন্ত তিনাট ফল বলবৎ থাকে, তবে সেই গোষ্ঠীকে 








(খা. ৮] 


স্ট্ি 
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ছে) 17%-791 2৯115071071 


(জ) 1%-91শ্1%1+101 
(কব) 191) |» 15111) 1, 0520) 
(ঞ) যাঁদ || ৮ 1) | হয়, তবে _1---.1, (20 বা 9৯0) 


121 191 
এই ফলগু'লর প্রমাণ আতি সহজ । যথ৷ 


উদ্দাহরণ £ প্রমাণ কর |7+71 151 + 191 
প্রমাণ £ 
প্রথমে ধরা যাক ৮+) ১৯ ০, তাহলে 
|7+71 72+97 11 7+ 971, 
(কারণ % € 1%1,9 191) 
আবার ধরা যাক ++) € ০, তাহলে 


| +9/1| --০৮+))-6-১)+(-)) হ1%17+4191. 


1.08 অন্তরাল (0051৮91) 

মনে কর ৫ ও & দুইটি বাস্তব সংখ্য। এবং ৫ € ৮; এখন ৫ ও % বাদে অন্তবর্তাঁ 
অসংখ্য বাস্তব সংখ্যার রোৌখক গোষ্ঠীকে ৫ এবং & এর মুস্তু অন্তরাল (01961 
1106121) বলা হয়। 

এই মুস্ত অন্তরালের সংখ্যার প্রতীক যাঁদ ০ হয়, তবে আঙণ ছিলখতে পারি 
৫ € ০ এ ৮ ; এই মুস্ত অন্তরালের প্রতীক হিসাবে আমরা লাখ (৫, &)। 

অনুরূপভাবে ? এবং & সমেত অন্তব্তাঁ অসংখ্য বাস্তব সংখ্যার রোখক গোষ্ঠীকে 
? এবং £ এর বদ্ধ অন্তরাল (91959 100512]1) বল। হয়। এই বদ্ধ অন্তরালের 
সংখ্যার প্রতীক যাঁদ ৮ হয়, তবে আমরা লিখতে পার ৫ শু ৮২৮; এই বদ্ধ 
অন্তরালের প্রতীক হিসাবে আমরা লাখ [৫, 9] 


উদাহরণ 2 'নযালাখত প্রতীকগুণল ব্যাখ্য। কর £__ 
(৫, &]; [এ, ৪) 


উদাহরণ £ নিন্্লিখিত প্রতীকটির ব্যাখ্যা কর £__ 
" 0 -€ 19%-9| € & 
উত্তর ৪__ 
০ «৫ |১-| থেকে আমরা বুঝ |১-০]| রাঁশটি ধনাত্মক ; কিন্তু 


২২ কলন-বিদ্যা 


শুধুমা ইহার জন্য “-€+ চিহটি ব্যবহার করা হয় নাই, কারণ সব মাপাঞ্ক (শূন্য বাদে) 
তো ধনাত্মক । তাহলে ইহার দ্বারা প্রকাশ করা হয়েছে ৮৮০. 

এখন অপর অংশটি অর্থাৎ | ৮-৪ | € % ব্যাখ্যা করা হবে । 

প্রথমে ধর ৮-৪ ১ ০, তাহলে | %-_2| ০০০ 


৮7? হু & অর্থাৎ % হু ৪+% ..-(1) 
আবার মনে কর %-৫ € ০0, তাহলে | -2 | ৮ 7 (9-2)- ৫ - ০ 
7-০ হু & অর্থাৎ ১৯ ৫- --০(11) 


অতএব (1) এবং (1) একত্রে লিখলে আমর। পাই 
০-% হু ৫ এ০+%, 
কিন্তু 27৫ ্‌ 
প্রদত্ত প্রতীকটি তাহলে অন্তরালের মাধ্যমে লিখলে দেখ যায় 
[৫-৮, 2০+৮]; ০572 

সুতরাং প্রতীকটির দ্বার! বাস্তব সংখ্যার একটি উপগোষ্ঠীকে প্রকাশ করা হয়েছে 
যেখানে গোষ্ঠীর সংখ্যার প্রতীক 2% এবং 2 উপরোক্ত বদ্ধ অন্তরালের (৫ ব্যতীত ) 
যে কোন একটি বাস্তব সংখ্যার মান ধারণ করতে পারে । 


1.09 মুলদ ও অমুলর্দ অংখ্যা (১1৪০01510 210৫ (181150910061)(94 
10887 0215) 


প্রাথমিক মন্তব্যে বলা হয়েছে যে বাস্তব সংখ্যাগুলকে অন্যাদক থেকে দুভাগে ভাগ 
করা যেতে পারে; যথা মূলদ (2120181০) এবং অমূলদ (7010-218601910 বা 
[21909170610191) । এই পুস্তকে আমর বুঝব যে সব সংখ্যা কোন না কোন 
বাঁজগাঁণাঁতক সমীকরণের মূল হিসাবে পাওয়। যায় তাহাই মূলদ (৪186612810) 
সংখ্যা । যেমন 3-_ 2» 0সমীকরণের কীজ হসাবে পাওয়া যায় ১-৪; অতএব 
$& একটি মূলদ সংখ্যা । 

আবার ০৭-2- 0 সমীকরণের বীজ হিসাবে পাওয়া যায় ১ 4 ২/5ু) 

অতএব + /% মূলদ সংখ্য। । | 

উদ্দাহরণঃ প্রমাণ কর 2/2+ ১/3 একটি মূলদ সংখ্য। ৷ 

সমাধান ৫ মনে কর %- 2/2+ 3 

মিলের ২/3- 2/2 
উভয় পক্ষকে ঘন করে আমর। পাই 
25479 -2-3 83 0271) 


বাস্তব সংখ্যা ২৩ 


আবার উভয় পক্ষকে বর্গ করে পাই 
-- 97৮ _- 499 +27%থ -36%- 2370 
যেহেতু উপরোন্ত সমীকরণটি একটি বহুপদ সম্মীকরণ (০9170927191 90820102) 
যাহার সহগগু'ল পূর্ণসংখ্যা, যেহেতু এই সমীকরণের একটি বীজ 2/2+ ২3 একটি 
মূলদ সংখ্যা। 


সংজ্ঞা 2 যাঁদ 2 একটি বহুপদ সমীকরণের যথা 
00১07125767 42290 2 7১০ 4+27,-3901+2- 0 
বাঁজ হয়, যেখানে ০০70, ৫1, 5 **" ৫% সহগ্গুল পূর্ণসংখ্যা, % একটি ধনাত্মক 
পূর্ণসংখ্যা, তবে % একটি মৃজদ সংখ্যা । 


স্জ্রাত যে সংখ্যাকে একটি বহুপদ সমীকরণের বাঁজ হিসাবে প্রকাশ করা 
যায় না তাকে অমুলদ্দ সংখ বলে। যেমনঃ িকোণামাততে ব৷ জ্যামীততে 
ব্যবহৃত সংখ্য। গ্গ এবং বীজগাঁণতে আলোচিত সংখ্যা ৪. 


প্রশ্ন 8 6 সংখ্যাটি মূলদ না অমূলদ ? উত্তর_এখনও পর্যন্ত ইহার উত্তর 
পাওয়া যায় নাই । 


বিচি: 
২/3+/2 


(২) উদাহরণ সাহায্যে দেখাও যে 'র্যাসবাল" (08001021) 
সংখ্যা মাত্রেই একটি মূলদ সংখ্য, কিন্তু যে কোন “ইরর্যাসানাল? (:30191791) সংখ্যাই 
মূলদ নয়। 


অনুশীলনী 2 (১) প্রমাণ কর একটি মূলদ সংখ্যা । 


বিবিধ অনুশীলনী 


1. দেখাও যে দুইটি 'র্যাসানাল' 0:2009181) সংখ্যার মধ্যে অসংখ্য 'র্যাসানাল' 
(090101091) সংখ্যা আছে । 


[ সন্কেত£ মনে কর ৫ এবং ০ ৫৫ € &) দুইটি 'র্যাসানাল” (150191091) 
সংখ্যা এবং 7 ও % এমন দুইটি ধনাত্মক পূর্ণসংখ্য৷ যে” € %; 
তাহলে দেখাও 


ঠে এ ০47 (৪- 2) «€ 9 


7.1, 2, ৮7 -1 517% একটি সাবডোম 1010515) পূর্ণসংখ্যা । ] 


৪ 


10. 


12. 


কলন-বদা। 
দেখাও যে কোন আবৃত্ত দশামকের মান একটি 'র্যাসানাল' (817028]) 
সংখ্যা । 
প্রমাণ কর +/5 একটি 'ইরর্যাসানাল+ (1778 001781) সংখ্যা । 
যাঁদ ৫, &, ৫ এমন তিনটি 'র্যাসানাল (18019191) সংখ্য। হয় যাদের দ্বার 
2৬219 5৬/31+0২/5-0 
সিদ্ধ হয়, দেখাও যে ৪--০-০ 
নিম্নলিখিত অসমতাগু ব্যাখ্যা কর £-_ 
() 1%-11 43, 0) 1%+11 ৯2 
(111) 122+1 11 ৫৮) |১-1 | € 12711 
প্রমাণ কর +/1+ ২ একাট মূলদ সংখ্যা । 
যাঁদ ৫ এবং & দুইটি বাস্তব সংখ্যা হয়, তবে দেখাও যে 
7 - 4৪6 € (০+৮)12 € & 
প্রমাণ কর £_- 
|১-91৮1190-10 1, 
% ও ) দুইটি বাস্তব সংখ্যা। 
'র্যাসানাল' (780101081), “ইরর্যাসানাল' (1781101781), মূলদ ও অমূলদ 
সংখ্যার সুংজ্ঞা লেখ। অমূলদ সংখ্যা কি 'র্যাসানাল” (8110791) 
হতে পারে ? 
গ্রুপের সংজ্ঞা লেখ । বাস্তব সংখ্যাগোষ্ঠী কি রকম গ্রুপ তাহা৷ ব্যাখ্যা কর। 
'র্যাসানাল? (181102091) সংখ্যাগ্োর্চীর দু'টি ধর্ম উল্লেখ কর। 
বাস্তব সংখ্যাগ্োষ্ঠীর দি ধম উল্লেখ কর। 


দ্বিতীয় অধ্যায় 


সেট ক্রম? শ্রেণী ও ফাংশন 


2.01 প্রাথমিক মন্তব্য 

সেট £ প্রারাস্তক গাঁণতের সকল শাখায় কোন না কোন ভাবে 'সেট' আলোচন৷ 
করতে হয়। গাঁণতে “সেট” একটি প্রারান্ক মূলগত ধারণা । যুন্তাবদ্য। থেকে জানা আছে 
কোন য্ুন্তগত তত প্রারান্ভক মূলগত ধারণার সংজ্া দেওয়া যায় না, কাজেই সেটের 
সংজ্ঞ। দেওয়া হলে না, উদাহরণ "দয়ে বোঝানে। হলো । বন্তুসমূহের যে কোন সংগ্রহের 
না ”সট? (9901 বন্তুসমৃহ যে কোন ধরণের হতে পারে। 

যেমন (1) পাঁচটি গরুর সেট, পাঁচটি ঘোড়ার সেট । পাঁচটি ছাগলের সেট, 
এদের মধ্যে যে সাদৃশ্য আছে তার থেকে সংখ্যার ধারণা আসে । কাজেই সেটের ধারণ। 
সংখ্যার ধারণা থেকে আরও মূলগত | 

(2) একটি বাক্সে গহনার সেট : (3) আবার এক কোতল কালি, একটি পেন 
এবং একটি ঘাঁড়র সেট ; কতকগুলি ছাত্রের একাঁট সেট । কতকগুলি বাস্তব সংখ্যার 
একটি সেট । 

এখন সেটের বস্তুর সংখ্য। সসীম বা অসীম হতে পারে । আমাদের ব্যবহাঁরক 
জীবন থেকেই জান যে যাঁদ বস্তুর সংখ্যা সসীম হয় তবে সহজেই দুইটি সেটের মধ্যে 
তুলন। করা যেতে পারে_ যেমন দুইটি সেটের মধ্যে কোনটির বস্তুসংখ্য। বেশী বা কম 
অথব৷ দুইটি সেট কি সমান। কিন্তু সেটের বস্তুসংখ্য। যাঁদ অসীম হয় তবে কেবলমান্র 
ব্যবহাঁরক জীবনের আভজ্ঞত। থেকে আগের মত তুলনা কর৷ যায় না। এসবের 
আলোচনার জন্য কিছু তত্তের প্রয়োজন, সেটের এই তত্ত্ব বিখ্যাত গাঁণাঁতিক ক্যাণ্টরের 
দেওয়া । কলনাবদ্যায় অসীম সেটেরই আলোচন। সাধারণতঃ করা হয় ॥ বাস্তব সংখ্য। 
গোষ্ঠীর মধ্যে যেমন শুন্য একটি বন্তু, তেমন যে সেটে কোন বন্তু নাই তাহাকে শূন্য সেট 
(11 590 বল হয়। শূন্য সেটের একাঁটি উদাহরণ হিসাবে বল। যায়-আমরা 
জান মানুষ মান্রই মরণশীল । কাজেই অমর মানুষের সেটাটকে শূন্য সেট ধর৷ যায় । 
একটি কারখানার কাজ বন্ধের দিন উৎপাঁদত বস্তুর “সেট?ও শূন্য সেট ধর৷ যায় । 

সেটের প্রতীক চিহ 'হসাবে ইংরাজী বর্ণমালার বড় অক্ষরগুল ব্যবহার কর৷ হয়, 
সেটের বস্তুর প্রতীক চিহ ?হসাবে বর্ণমালার ছোট অক্ষরগুল ব্যবহার কর হয়। যেমন 


২৬ কলন-াবদ্যা 
$ একটি সেট এবং উহার বস্তু $, 9 বস্তুটি $ সেটেতে আছে ; ইহা প্রতীক চিহ্ের 
মাধ্যমে লেখা হয় ঃ 

5৬০ 


এরুপ 5 বস্তুটি ও' সেটে নাই বুঝাতে হলে 5% 5 লেখ হয়। শূন্য সেটের প্রতীক 
চি %, তাহলে 5 % % অর্থাৎ শুন্য সেটে কোন বস্তু 9 নাই । 


কলনাবদ্যায় আমরা সাধারণতঃ বাস্তব সংখ্যার সেটের কথা বলব । যেমন [0, 1] 
এই বদ্ধ অন্তরালের (০195৫ 1179121) সকল বাস্তবসংখ্যাকে একটি সেট হিসাবে 
কম্পন। করতে পারি । এই সেটকে নিম্নালাখতভাবে লেখা যেতে পারে 

[0, 11-1%1 9 হু % শু 1). 


এরৃপভাবে মুস্ত অন্তরালে (0, 1) কে লেখা যায় (9, 1)-71% 10 € % 41), 
অনুরূপভাবে [0, 1)71 10 শু 2 এ 115 (9১ 1171710 এ *শ্ু 11 লেখ। 
যায়। এই অধ্যায়ে আমর। সেটের কিছু তত্বের আলোচন। করব । 


ক্রম £ সেটের পর আমরা ক্রমের ধারণায় আসব । যখন বস্তুগুলির মধ্যে আমর৷ 
কোনটি প্রথম, কোনটি 'দ্বতীয়, কোনটি তৃতীয়,...এরূপ বুঝতে পারব ত্রখন সেই সেটকে 
বল হবে বল৷ হবে ক্লম (560019009) । উদাহরণ হিসাবে নিম্ীলীখত সেট ধর 
যেতে পারে £ 
বি 11, যঃ ্ঃ মহন ) 


এই সেটের প্রথম বস্তু 1, দ্বিতীয় বস্তু &, তৃতীয় বন্তু ঠ,*-."". নতম বনু ও । তাহলে 


দেখা যায় ক্লমের বস্তুগুলকে সব সময় নস্রীলাখতভাবে সাজানে। যেতে পারে £ 


91755 1535 995 93 ০০০৪৪৪ ১528 ৩০০৬৩৬ ] 


সহজেই বুঝ যায় সকল ব্লমই সেট, কিন্তু সকল সেটই ক্রম নয়। যে ব্লমের বস্তুগুল 
515 ৬2১৪ তাহাকে সংক্ষেপে লেখা হয় (5%1. রুমের এই ধারণা শ্রেণীর 
(58115) আলোচনায় অত্যন্ত প্রয়োজনীয় । এই অধ্যায়ে ক্লমের সম্বন্ধে কিছু আলোচন। 
কর। হবে। 


তণীঃ কমের পর আমর! শ্রেণী (991163) সম্বন্ধে আলোচনা করব। প্রাকৃ 
কলনাবদ্যায় আমাদের কিছু কিছু শ্রেণীর ধারণা হয়েছে । যেমন সমান্তর শ্রেণী ব৷ 
গৃণোত্তর শ্রেণী । কিন্তু এই শ্রেণীর হত ব্রমের যে একটি পারস্পারক সম্পর্ক আছে 


সেটে, করুম, শ্রেণী ও ফাংশন ২% 


তার উপর বশেষ নজর প্রাক কলনাবদ্যায় দেওয়ার অবকাশ হয় নাই। উদাহরণ 
1হসাবে 'নিম্নীলাখত শ্রেণী ধরা যাক 


141. 8 রি 


টা 


ইহা৷ একটি গুণোত্তর শ্রেণী যাহার সাধারণ অনুপাত $। আমরা জান এই শ্রেণীর 
/-তম পদ পধষন্ত যোগফল 


সহজেই পাওয়৷ যায় 

51755 19 $5-7211 72721585557 11-27-2510, 
ইন্শাদ । তাহলে আমরা দোখ এই গুণোত্তর শ্রেণীর সাহত একটি ক্লম, যথা 151, 
জাঁড়ত। এই ক্লমের বস্তুগলকে শ্রেণীর আধাশক যোগফল (0810191 5010) বলে । 
অতএব এই ব্লম ব৷ সেটের ধর্মের উপর শ্রেণীর ধর্ম নির্ভর করছে । 


আলোচ্য অধ্যায়ে শ্রেণী ও রুমের পারস্পারক ধমের কথ। উদাহরণ সাহায্যে আরও 
[বিশদভাবে আলোচন। কর হবে । 


ফাংশন 2 সবশেষে আলোচনার বস্তু হবে ফাংশন (070০6192) । ফাংশনের 
ধারণাটিও কলনাবদ্যার একটি মূল ধারণা । এই মূল ধারণাটি ভালভাবে না বুঝলে 
কলনাবদ্য। আয়ত্ব কর৷ কষ্টসাধ্য হবে । তাই প্রাথীমক মন্তশে, ফাংশনের ধারণাটি একটু 
[বিশদভাবে আলোচন। কর! হবে। 


বাঁদ কোন রাশ 'বাভন্ন মান গ্রহণ করে তবে তাকে চল (৬৪119015) বলে । 
যাঁদ কোন রাঁশর মান সকল সময়ই এক থাকে তবে তাকে ধ্ুবক (০০9150870) বলে । 
প্রতীক চিহ হিসাবে ধুবক রাশির জন্য বর্ণমালার গোড়ার দিকের অক্ষর ব্যবহার কর 
হয়, যেমন__€১ &, ৫১:১7, ৫1 চল রাশির জন্য বর্ণমালার শেষের দকের 
অক্ষরগ্ুণীল ব্যবহার কর! হয়, যেমন 2৮, 0, 2, &, ৮,+। উদাহরণ হিসাবে বল যেতে 
পারে কোন ব্যান্তর বয়স একটি চলরাশি ; বায়ুমণ্ডলের 1বাভন্ন স্তরের চাপের মান একটি 
চলরাশ ; কোন শিস্পের দৌনক উৎপাদন একটি চলরাশ, কিন্তু নিয়োজিত মূলধন 
স্লাধারণতঃ ধুবক। বৃত্তের কেন্দ্র থেকে বৃত্তের ষে কোন বিন্দুর দূরত্ব একটি ধুবক ; 
জ্যামাত থেকে জান, বৃত্তের পাঁরাঁধর দৈধ্যের ও বৃত্তের ব্যাসার্ের দৈধ্যের অনুপাত 
একটি ধুবক। পদার্থাবদ্যায় জানি চাপ ও ঘনত্বের গুণফলের ও তাপের অনুপাত একটি 


২৮ কলনশাবদ্যা 


ধুবক। এখন চলরাশির মান পাঁরব্নের একটি বিশেষ ক্ষেত্র (বা অণ্চল বা এলাক। ) 
আছে । যেমন বৃত্তের পারাধর উপর চলাবন্দুর ক্ষেত্র বৃত্তের পাঁরাঁধি, ব্যান্তর বয়স 
( চলরাশি ) বৎসর বা মাসের একটি সসীম ক্ষেত্র, বাস্তব সংখ্যার ক্ষেত্র ক্যাপ্টর-ডোঁড 
-কিণডের স্বতঃাঁসদ্ধ অনুসারে একটি সরলরেখা । প্রত্যেক চলরাঁশর একটি বিশেষ অণল 
(001089110) আছে । চলরাশির সাঁহত অণ্চলটি পাঁরঙ্কার ভাবে না বললে চলরাশর 


প্রকৃত পারচয় পাওয়া যায় না। যেমন মনে কর ১- একটি চলরাশি, যেখানে / একটি 


বাস্তব সংখ্য। ; কিন্তু এই চলরাশির অগ্চলের মধ্যে শূন্য থাকতে পারে না, কারণ ঠ 
অর্থহীন, গাঁণতে কোন সংখ্যাকে শূন্য দ্বার ভাগ কর৷ যায় না। উদাহরণ 
হসাবে ধর 2০-&, তাহলে ৫৭-*০৮, অতএব ৫০ - 0.2 -%৪ অথব। 
(০+ 9)06- ৮) ৮(৫-_৮). এখন উভয় পক্ষকে (৫ - ৪) দ্বার ভাগ করিলে পাওয়া 
যায় ৫- ৮-%, অর্থাৎ ৫- 2, ীকন্তু 2৫-৮ ৮.১ 8552 অর্থাৎ 1-2, ইহ 
অসন্ভব। এই অসন্ভব 1সদ্ধান্তের কারণ আমরা উভয় পক্ষকে (6 - &) দ্বারা অর্থাং 
শুন্য দ্বার (কারণ ৫-%) ভাগ করোছ। যাই হোক সীমার ধারণায় দেখা যাবে 


1 


যখন “ শৃন্যের খুব কাছাকাছি তখন 5. এর অবস্থা কি রকম। 


গতির 


এখন দুইটি চলরা'শি যাঁদ এমন হয় যে একটি অপরটির উপর নির্ভরশীল তাহলে 
আমরা বাঁল একটি চলরাশ'অপরটির ফাংশন (ড701০0190) | যেমন ব্যান্তর ওজন 
তাহার বয়েসের উপর নির্ভর করে, তাহলে ব্যান্তর ওজন তাহার বয়সের একটি 
ফাংশন । বায়ুমণ্ডলের কোন স্তরে চাপ (একটি চলরাশ ) এ স্তরের উষ্ততার (অপর 
একটি চলরাশর ) উপর 'নভভরশীল। শস্পের দৈনিক উৎপাদান (একটি চলরাশি ) 
এঁ শিল্পে দেনিক কত ঘণ্টা (অপর একটি চলরাশ ) কাজ হল তার উপর নির্ভরশীল । 
মানুষের নাড়ীর স্পন্দন সংখ্যা (একটি চলরাশ ) প্রাত নিশ্বাস প্রশ্বাসের (অপর একাট 
চলরাশি ) সংখ্যার উপর নির্ভরশীল । অতএব যাঁদ % ও ) দুইটি চলরাশি এমন হয় 
যে ১ চলরাশির মান ০ চলরাশর মানের উপর নর্ভর করে, তাহলে ) চলরাশ ০ 
চলরাশির একটি ফাংশন । 

প্রতীক চিহ্ন ?হসাবে লেখ। হয় )-/0০). 


এই অধ্যায়ে ফাংশনের বিস্তারত আলোচনা না করে পরের অধ্যায়গুলতে করা 
হবে, কারণ ফাংশনের আলোচনায় “সীমা” বা “আঁবাচ্ছল্নতা” ব্যাতরেকে আলোচন। 
অসম্পূর্ণ হয়ে ওঠে । যাইহোক এখানে কিছু ফাংশনের উদাহরণ দেওয়া হবে। 


সেট, ক্রম, শ্রেণী ও ফাংশন ২৯ 


2.02 সেট 
প্রাথীমক মন্তব্যে বল। হয়েছে যে বন্তুসমূহের যে কোন সংগ্রহের নাম সেট (96) 
কলনাঁবদ্যায় সেট বলতে আমর সাধারণতঃ বুঝি বাস্তব সংখ্যর কোন একাঁট সংগ্রহ । 
যেমন বাস্তব সংখ্যার প্রতীক যাঁদ % হর, তবে % এর একটি অণ্চল (৫0179177) বলতে 
বুঝ। যায় বাস্তব সংখ্যার একাঁট সংগ্রহ । আবার কতকগুলি অন্তরালের (170667%81) 
সংগ্রহকেও সেট বল৷ যায় যেমন__ 
(0, 1), (15 2) (৩৯ 392 তত , 

' তাহলে দেখ যায় যে কোন বস্তুসমূহের যে কোন সংগ্রহকে সেট বলা হয়। এখন যাঁদ 
4 এমন একটি সেট যার প্রত্যেকাঁট বস্তু অপর একাঁট সেটের (8 এর ) এক-একটি 
বস্তু, তাহলে 4 সেটকে ৪ সেটের উপসেট (4১5০1) বলে; প্রতীক চিহ্বের 
সাহায্যে ইহা লেখা হয় 

4028 
অথবা ৪ 3 4. 


উপরোক্ত প্রতীক হু থেকে বুঝা যায় 4 সেট সেটের অংশ হতে পারে অথবা 
4 সেট 9 সেটের সমান হতে পারে--যাঁদও “সমান” কথাটির অর্থ পরে সঠিকভাবে 
দেওয়া হবে, তবে এখন শুধু এটুকু বল৷ যেতে পারে ষে যখন 4 সেটের মধ্যে যে যে বস্তু 
আছে, সেই সব বস্তু যাঁদ & সেটে থাকে এবং $ সেটে আর কোন বস্তু নেই, তবে 4 সেট 
79 সেটের সমান । কিন্তু যাঁদ দুইটি সেটের সমানের সম্ভাবন! ” থাকে অর্থাৎ $ সেটের 
অন্তত এমন একাঁট বস্তু আছে য৷ 4 সেটে নাই, এবং «4; সেটের প্রত্যেকাট বন্ধু 
7 সেটের এক বস্তু, তখন আমরা লিখি 

4038 

অর্থাৎ 4 সেট 9 সেটের একটি প্রকৃত উপলেট 01019: 95591) । অধিকন্তু 
4 সেট ক নিজের অর্থাৎ 44 সেটের উপসেট হতে পারে নাঃ এ প্রশ্নের জবাবে 
বলতে হয় হ্যা, অর্থাৎ এ € 4 প্রতীক চিহ্বের দ্বার৷ প্রকাশ করা হয়, 4 সেট ৪ 
সেটের উপসেট অথব৷ 44 সেট ৪ সেটের সমান । যাইহোক যারা কলনাবদ্যার প্রথম 
পাঠক তাদের ৭০" এবং “৫, প্রতীক চিহ হিসাবে অভ্যাস কর৷ ভাল । 


উদ্বাুরণ : 
1. যাঁদ 4- সমস্ত 'র্যাসানাল' 0800081) সংখ্যার সেট এবং ৪ বাস্তব সংখ্যার 
সেট হয়) তবে 4 0 8. 


৩০ কলন-বিদ্য। 
2. যাঁদ 4-12, 3] এবং 8.1 ১ -5%+6 70 সমীকরণের কীজদ্বয় 1 
হয় তবে 475. 
3. যাঁদ 4 - সমস্ত 'র্যাসানাল' (12619091) সংখ্যার সেট হয়, তবে 
£ 64553 84, 
অর্থাৎ 3 'র্যাসানাল” 04,0101091) সংখ্যাঁট 44 তে আছে এবং ২ 'ইরর্যাসানাল; 
(/01809081) সংখ্যাটি 4 তে নাই । 
4. যাঁদ 47110 € % € 2 এবং ৪-1%10 €% এ 11 হয়, 
তবে 4 38, 0$ 4, 0$-8, 1 ৪ 4, 1 % 9, 2% 4, ইত্যাদ। 
5. যাঁদ 4. (9, ৮, ৫১ 9 হয়, তাহলে 4 সেটের নিম্নলিখিত ষোলটি উপসেট 
€তৈরাঁ কর যেতে পারে £ 
1, ৮, ৫১ 21, 
10, 6, 41, 16, ০১1, 16, %, 91১, 19১ %, 01, 
19, 9), 12, 05119521517 01511 9), 069), 


19), 19), 10, তি, 
£ 


% 'চহণ্টি শূন্য সেটের প্রতীক, ইহার দ্বারা এমন একটি সেট বুঝায় যার মধ্যে 
কোন বন্তু নাই। 

6. যাঁদ 4 2৪8 এবং ৪ 0 4 হয়, তবে 4 -8; অর্থাৎ যাঁদ দুইটি সেট 
44 ও ৪ এমন হয় যে 4 সেটের প্রত্যেকটি বস্তু 7 সেটের মধ্যে আছে এবং 9 সেটের 
প্রত্যেকটি বস্তু 4 সেটের মধ্যে আছে, তাহলে 4_ 8. 

1. একটি বস্তুর দ্বারা গঠিত সেটকে একক বন্তর সেট বল৷ হয়। যাঁদ 
44752] হয়, তাহলে 12 এবং 2 এক 'জানিষ নয়; কারণ 12) একাঁট বস্তু অর্থাৎ 
2 দ্বার৷ গঠিত সেট, কিন্তু 2 একাঁট বাস্তব সংখ্যা। অতএব 12]-2 লেখা যেতে 
পারে না। 

8. নিম্নালাখত প্রত্যেকাঁট সেট অন্যাট হইতে পৃথক ঃ 

%, 101, 1%. 
9. লক্ষ্য কর £ 
(1) 4 24. 
(2) বাঁদ 4 2 8 হয়, তবে ৪ 02 4 হইতে পারে না (যাঁদ 4- 8 
হয়, তবে ৯.৮ 4 হইবে )। 


সেট, ক্রম, শ্রেণী ও ফাংশন ৩১ 


(3) 402 8 এবং 502 0 হয় তবে 4 0 ৫ 
তৃতীয় ধর্মের প্রমাণাট সহজেই দেওয়া যেতে পারে । যাঁদ 4 0 ৪ হয় তবে 4 এর 
প্রত্যেকটি বস্তু (যথ। %) ৪ এতে আছে, ইহ। প্রতীক 'চহ্'র সাহায্যে লেখ৷ হয় ঃ 
১৮€4৫:-৯955% 
আবার যেহেতু 502 0০১ 265 ৯ 25৪ ০, 
উপরোক্ত দুইটি সর্ত থেকে সহজেই পাওয়া যায় 


906447৮7360 
অর্থাত 44 0 ০. 


10. উপরোক্ত প্রতীক িহ্ররে সাহায্যে দুইটি সেটের সমতা নিম্নীলীখত ভাবে 


লেখ। যায় 
যাঁদ 4--49 হয়, তবে 


905 47-৮92545) 
এবং ১55 -৯ ১০5 4 
উপরোন্ত একজোড়া প্রতীক চিহ্ন একট প্রতীক চিহ দ্বারা লেখা যায়, যথা 
26 এ কেটি 2৮5 8, 


11. দেখাও যে, 
40389 এবং 8 03 4 কলি শ্ুলু9, 


2.03 সেটের মূল প্রত্রিয়। 
সংখ্যার যেমন মূল প্রাক্য়া আছে, যথা যোগ, বিয়োগ, গৃণ ও ভাগ, সেটেরও 
মূল প্রান্তয়া আছে। এখন সেটের মূল প্রাক্রয়াগুলি বিশদভাবে ত.';লাচন। করা হবে। 
যাঁদ দুইটি সেটের মধ্যে (ধর 44 ও 4৪) যে বস্তুগুল সাধারণ (০০1)0700) তাদের 
দ্বারা একটি সেট গঠন করলে এই নৃতন সেটকে 4 ও ৪ এর প্রতিচ্ছেদ্ (1)0া- 
55০01017) ০7 7০66) বলে । এই নৃতন সেটের প্রতীক চিহ 
4058. 


উদ্দাহরণ 2 (১) যাঁদ 4711, 2, 3541, 8- (3, 4 5,161, তবে 
407 8713, 41. 

৫২) যাঁদ 4 - সমস্ত 'র্যাসানাল” (:8010091) সংখ্যার সেট এবং 9- সমস্ত 
বাস্তব সংখ্যার সেট হয়, তবে 4 7 874. 


* -৯ চিহাটির অর্থ 'বুঝীয়'। অর্থাৎ ০ € 4 বুঝায় ০ € 7, আধুনিক গণিতে ইহা 
বহুল প্রচলিত। 


৩২ কলন-বদ্য। 


যাঁদ 4 1 0-.? হয়, তবে 4 গু 9 সেট দুইটি সম্পূর্ণ পৃথক অর্থাং উহাদের 
কোন সাধারণ বস্তু নেই। এরূপ ক্ষেত্রে 4 ও ? সেট দুটিকে বল৷ হয় অসংলগ্ন (ব। 
বধুক্ত ) (415)0101 ০1100101911 8৯০1015155) সেট । 

প্রাতচ্ছেদ- প্রাক্রয়ার নিম্নীলাখত নিয়মগুলি সহজেই প্রাতিপন্ন কর৷ যায় ঃ 

1. (4179) 17 0০774070810 0) (সংযোগ নিয়ম) 

2,407 87-55807 4 (বাঁনময় নিয়ম ) 

3.4 44 [ একক-শান্ত নিয়ম (11610019015 18৬)] 

ভেন-চিত্রের (৬০101)”5 1881217) সাহায্যে সহজেই উপরোন্ত নিয়মগুলির সত্যতা 
প্রমাণ কর। যেতে পারে । ভেনচিত্রে একটি সেটকে একটি বৃত্তের মধ্যবর্তী স্থানরূপে 
কস্পন। কর। হয় এবং সেটগুলকে সদৃশ (51701191) এবং আধাঁশক আবৃত্ত (০9%০1- 
121121118) বৃত্তরূপে কম্পন। করা হয়। এখন সংযোগ নীতির সত্যতা সম্বন্ধে 
নিম্রীলাখত ভেন-চিন্র লক্ষ্য কর যেতে পারে £ 





(77 2) 867 08170) 


এই ভাবে ভেন-চিন্তের সাহায্যে সেট তত্বের যে কোন 'নয়ম খুব সহজে প্রাতপন্ন কর৷ 
যায় । 

ধরা যাক 4 ও 9 দুইটি সেট । এখন 4 সেটের সব বস্তুগুলি নেওয়া হল এবং 
দুইটি সেটের প্রাতিচ্ছেদ বাদে £ সেটের বাকী বস্তুগুল নেওয়া হল। এই নৃতন সেটকে 
4 ও 9৪ এর সংযোগ (0০17. ০1 90101) বলা হয় । অনুরূপভাবে 4 ও ৪ এর 
সংযোগ বলতে বুঝ। যায় 7 সেটের সব বন্তুগ্ীল এবং তৎসঙ্গে দুইটি সেটের প্রাতিচ্ছেদ 
বাদে 4 সেটের বাকী বস্তুগুলর সমাবেশ । এই নৃতন সেটের প্রতীক চিহ 

4009. 
উদ্দাহরণ। (১) 411, 2, 3, 4), 813, 4, 5,6, তবে 
40) 897-11, 2, 3.4, 56]. 
(২) যাঁদ 4. সমস্ত 'র্যাসানাল' (809091) সংখার সেট এবং ৪ সমস্ত 
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ইবর্যাসানাল" (108009081) সংখ্যার সেট হয়, তবে 

4 0) ৪ সমস্ত বাস্তব সংখ্যার সেট 

যাঁদ 4 1 9-% হয়, তবে 4 0) & বলতে আমরা বুঝি 4 এবং ৪ সেটের 
সমস্ত বন্তুর একব্র সমাবেশ । 

সংযোগ-প্রাক্যয়ার নিশ্নীলাখত 'নয়মগুল সহজেই প্রাতপন্ন করা যায় ৪... 
1, (40) 9) 0 ০74 0) 08901 0) (সংযোগ বা মলন নিয়ম ) 
2,400 8-7-8 0 4 €বানময় নিয়ম ) 
3. 4 0 4-4এ  (একক-শান্ত-নিয়ম ) 
সেটের নিম্নালাখত বিচ্ছেদ নিয়ম দুইটি লক্ষ্যনীয় £ 
0) পে 0৪8) 0 ০-(৫4 0 ০) 0 (810 ০) 
(11) (47 8) 00] ০-(4 0) 0) 7 890 0) 


উদ্বাহুরণ £ 

যাঁদ 4-16, 12, 361, ৪8-13, 6, 18) এবং 0০12, 6, 36) হয় তবে 
উপরোন্ত বিচ্ছেদ নিয়ম দুইটির সত্যতা প্রাতপন্ন কর। 

উত্তর__ 

() এ 0) :৪-16,12, 36, 3,181 

(4 00 8) 10 016, 361 
আবার 407 ০716, 361, 807 0716) 
(417 0) 0) 817 ০)-16, 361 

অতএব (4 0৪) 0 0-(4 07 0) 0 087 0) 
অনুরূপভাবে ৫1) নিয়মের সত্যত৷ প্রাতপন্ন করা যায়। দুইটি সেটের মধ্যে বিয়োগ 
প্রাক্রিয়। সম্বন্ধে কিছু বলা হবে । মনে কর 4 ও ৪ দুইটি সেট। এখন 4১২৪ অথব৷ 
€4- ৪) প্রতীক িহ দ্বারা বুঝানে। হয় 4 সেটের সেই সব বন্ধু যেগুল ৪ সেটের 
মধ্যে নাই। 


উদাহরণ । যাঁদ :4- (6, 12. 36) 
এবং ৪8713, ৫6১ 18) হয় 
তবে 4১২৪- (12, 361 
যাঁদ 4 3 9 হয়, তবে 4১৪ সেটটিকে 4 সেটের সাপেক্ষে ৪ সেটের পুরক 
(6০০920015105100) বল৷ হয়। 
৩ 


৩৪ কলন-াবদ্য। 


আবার 1 বাঁদ সমগ্র (0101৮617581) সেট হয়, তবে 1 5 4, 4 যে কোন সেট 
হোক না কেন। £/ সেটের সাপেক্ষে কোন সেটের পুরক সেটকে শুধু পূরক সেট বল। 
হয়_-এ ক্ষেত্রে 4 সেটের পৃূরক সেটকে লেখ হয় 4” €( অথব। 46 ) চিহ্ন দ্বারা । 

সমগ্র সেটের সম্পর্কে নিশ্নীলাখিত নিয়মগুলি উল্লেখ করা যেতে পারে £ 

1. 4 0) 4] 
40 417% 
4? (40174 (উদঘাতন নিয়ম ) 
৫ 0 8)174 098. 
(4 0 :৪)-৮4 0 8 


] প্রেক সংান্ত নিয়) 


] ( দ্বেত করণ-নিয়ম বা ডি মরগ্যান নিয়ম) 


০৯ ৯৯ ১০ 7১ 


2.04 গীণনীর ও অগণনীয়প' সেট 

পূর্বে বলা হয়েছে সেটের বন্তু সংখ্যা যখন সসীম তখন দুইটি সেটের মধ্যে তুলনা 
করা সম্ভব । 'কম্তু যখন সেটের বস্তু সংখ্য। অসীম তখন দুইটি সেটের তুলনা করা সহজ 
নয়। সেইজন্য এখানে আমর। গণনীয় সেটের সংজ্ঞার কথা বলব । সমস্ত অসীম 
সেটের মধ্যে সবচেয়ে সরল সেট হচ্ছে স্বাভাঁবক সংখ্যার সেট অর্থাৎ | 1, 2, 3.1 


এখন 4 যাঁদ এমন একটি অসীম সেট হয় যার বন্তুগলর,স্রধ্যে এমন একটি নিয়ম 
দেখ। যায় যে 1 এর জংগ্াত্ত 4 এর একটি বস্তু ৫, আছে, 2 এর সংগত 4 এব একটি 
'বন্তু ৫৪ আছে, ইত্যাঁদ ; এবং 'িপরীতক্রমে ৪২ এর সংগত 1, ৫৪ এর সংগত 2, 
ইত্যাঁদ ; তাহলে 4 সেটকে একটি গণনীয় (01801001816) সেট বলা হয় । অর্থাৎ 
যে সেটের বন্তুগুলকে পরপর স্বাভাবক সংখ্যার সঙ্গে এক এক সম্বন্ধ 'বাঁশষ্ট করা 
যাবে সেই 4 সেটকে গণনীয় বল৷ হবে । 
যথ। £- মনে কর 4471 1, ঠ&* ইত ) 
এখানে লক্ষ্য করা যায় 
] €৯ ]9 যু 4৯2, 4৯ 3, ইত্যাদি । 
সংজ্ঞানু সারে 4 একটি গণনীয় সেট । প্রতীক চিহ্ন হসাবে লেখ৷ হয় 
রী 4৮1], 2, 3১ 2 ) 
গণনীয় সেটের উদাহরণ $-_ 
৫১) (1, 4, 9, 16, .-.** ] 
৫) 11, &, 27, 25258 ] 
(৩) 42, 4, 6, দিতির ) 
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(9) 119 3, 5, ) 
(৫) সকল পূর্ণসংখ্যার সেট গণনীয়, কারণ 


0 €₹৯ 1, 
_ ] €৯25, 1] 4৯3, 
2 €₹৯ ধ১ 2 4৯ 5, 


_3এ€৯6১ 3+৯৭, ইত্যাদ। 

সংগত বস্তুগাল বাহর করার নিয়ম নীচে দেওয়। হল £ 
7 «৯274 1, যখন % ১৪0 
এবং 7% €₹৯ - 27, যখন ॥% € ০. 


উপরোক্ত গণনীয় সেটের উদাহরণ থেকে "সদ্ধান্ত করে নেওয়া যায় না যে সকল অর্সীম 
সেটদ গপ্লীয় । কারণ গাঁণতে এমন সেট আছে যা অগণনীয় অর্থাৎ গণনীয় নয় । 
উদাহরণ হিসাবে বল। যেতে পারে যে (0, 1) এই মুন্ত অস্তরালের সকল বাস্তব সংখ্যার 
সেট অগণনীয় ৷ ইহার প্রমাণের জন্য এই অন্তরালের প্রত্যেক সংখ্যাকে দশাঁমক ভগ্মাংশে 
প্রকাশ করা হল। পৌনঃপুনক দশাঁমকে পুনঃ পুনঃ লিখে ও সসীম দশাঁমক 
ভগ্নাংশের পরে বার বার শূন্য লিখে সকলকে অসীম ভগ্রাংশরূপে প্রকাশ করা হল । 
যাঁদ ইহা গণনীয় হয় তবে এসব সংখ্যাগ্ুলকে স্বাভাবিক সংখ্যাগ্লর সাহত এক এক 
সন্বন্ধ-বাঁশষ্ট করে সাজান হল । 7/-এর সঙ্গে সংখ্যাটিকে :৫30%) ৫5 02)--৮৮10%0),০, 
করে লেখ। হল এবং এভাবে (0, 1) এর সব সংখ্যা সাঁজয়ে নেওয়, হল ৷ এখন একটি 
সংখ্য। নেওয়া হল . নি 212 2 লি পু 


2 


যেখানে ৫» 27(%) 41, যাঁদ ০%৫৮) 70 বা 1১ 2, "8 হস্ 
-০১ যাঁদ ৫।”)-9 হয় 

এই সংখ্যাটি অবশ্যই (0, 1) অন্তরালের একটি সংখ্য।, 'কন্তু এর সঙ্গে আগের নিয়ম 

মত এক এক সম্বন্ধ বিশিষ্ট কোনও দ্বাভাঁবক সংখ্যা নেই। কাজেই (0, 1) সেটটি 

- গণনীয় নয় । 


2.05 সেটের প্রান্ত 

সেটের বস্তুগুলি যাঁদ বাস্তব অক্ষরেখার (৫581 2%15) কতকগুল বিন্দু নিয়ে গঠিত 
হয় "বে সেই সেটকে আমর৷ একমান্তরিক বিদ্দুর সেট (0176-0110)6105101081 
[১০10 59) বাঁল। অনুর্পভাবে সেটের বন্তুগু'ল যাঁদ কার্টেসীয় সমতলের (0810৩- 
5881) 21816) কতকগুীল "বন্দু নিয়ে গঠিত হয় তবে সেই সেটকে আমর দ্বিমাজ্জিক 


৩৬ কলন-াবদ্যা 


বিন্দুর সেটে (ছ০-10061751918] 7091) 591) বাল। যে ত্রিমান্রক দেশে 
(001৩6-017150519108] 998০6) আমর বাস কার সেই দেশের কতকগুলা বন্দু নিয়ে 
যাঁদ সেট গঠিত হয় তবে সেই সেটকে স্ত্রিমাক্রিক বিন্দুর জেট (0:156-910160- 
81008] 7010 58) বলে। কলন বিদ্যায় সাধারণতঃ এই সব 'বন্দুর সেট নিয়ে 
আলোচন৷ কর৷ হয় । তাই এই সব সেটের কিছু আলোচনা প্রয়োজন ৷ সবচেয়ে সহজ 
হয় াদ আমরা একমান্রক বিন্দুর সেট নিয়ে আলোচনা কার ; তাই আমরা প্রথমে 
একমাত্রক বন্দুর সেট 'নয়েই আলোচনা করব । এই বিন্দুর সেটের চৌহাদ্দ বা 
এলাক। সম্বন্ধে ভাল ধারণ। না থাকলে কলন-াবদ্যা আয়ত্ব করা কঠিন হয়ে পড়ে । 

যাঁদ আমরা স্বাভাবিক সংখ্যার সেট লই তাহলে দেখ। যায় যে এই সেটের বামপ্রান্তে 
1 আছে, 'ক্তু ডান প্রান্তে কোন্‌ সংখ্যা আছে ত৷ বল৷ দুর্হ ব্যাপার, কারণ স্বাভাঁবক 
সংখ্যাগুল বাড়তে বাড়তে যে কোথায় চলে গেছে তার নিশান। নাই । তাহলে স্বাভাঁবক 
সংখ্যার সেটের বামপ্রান্তে একটি স্বাভাঁবক সংখ্য। আছে বলা যায়, কিন্তু ডান প্রান্তে কোনু 
স্বাভাবিক সংখ্যা আছে বলা যায় না-_এই ধারণ। থেকে সেটের প্রান্তের ধারণা আসে। 

এখন সাধারণভাবে বাস্তব সংখ্যার যে কোন একটি সেটের প্রান্তের সংজ্ঞায় আসা 
যাক। মনে কর 5 একটি বাস্তব সংখ্যার সেট । এখন যাঁদ %। একটি বাস্তব সংখ্য। 
পাওয়। যায় যার দ্বারা নিশ্নীলাখত স্ন্ধ ?সদ্ধ হয় স্প্ 

$ এ &1) যখনই 5 € 

তাহলে 5 সেট দাঁক্ষণ প্রান্তে &। সংখ্যার দ্বার বদ্ধ এবং &+ একটি দাঁক্ষণ প্রান্ত (বা 
উচ্চ প্রান্ত )। সহজেই অনুমেয় ষে %; এর আস্তত্ব থাকলেই অনেক এরকম উচ্চ প্রান্ত 
বল। যেতে পারে। যথা 25 55 8৪7 » যেখানে £&। €%2 43 এ 2 
এখন এই সব উচ্চ প্রান্তের মধ্যে যোঁট লঘিষ্ঠ (15৫30) তাকে লঘিন্ঠ উচ্চ প্রান্ত 
(16250 10761 ০০৫), সংক্ষেপে ল. উ. প্রা, বলা হয় । সেটটি যখন দাঁক্ষণ প্রান্তে 
বদ্ধ, তখন এই লাঁঘষ্ঠ উচ্চ প্রান্ত সেটের মধ্যে থাকতে পারে ব৷ নাও থাকতে পারে । সকল 
উচ্চ প্রান্তের এই লাঘষ্ঠ সংখ্যার আস্তত্ব ডোডাকিণ্র তত্বের সাহায্যে দেখানো যেতে পারে । 

সংজ্ঞা ঠ সেটের উচ্চ প্রাম্তক সংখ্যাদের লঘিষ্ঠকে 'লাঘষ্ঠ উচ্চ প্রান্ত” 
( ল. উ. প্রা.) বল। হয় । 

উদ্দাহুরণ। 

মনে কর 5. সকল ধনাত্মক প্রকৃত ভগ্নাংশের সেট 

এই সেটের উচ্চ প্রান্ত হিসাবে নিম্নীলাখত যে কোন বন্দু ধরা যেতে পারে 

ঢু ₹/%, টা সঃ বির 


সেট, ক্রম, শ্রেণী ও ফাংশন ৩৭ 


এখন এই সকল উচ্চ প্রান্ত সংখ্যাদের মধ্যে লাঁঘষ্ঠ সংখ্য। হয় 1, অতএব 1 এই সেটের 
লাঘষ্ঠ উচ্চ প্রান্ত । কিন্তু এই লিষ্ঠ উচ্চ প্রান্ত সেটের মধ্যে নাই । 

অনুরূপভাবে নিম্বপ্রান্তের সংজ্ঞা দেওয়। যেতে পারে । মনে কর $' একটি বাস্তব 
সংখ্যার সেট । এখন যাঁদ /$ একা বাস্তব সংখ্য। পাওয়। যায় যার দ্বার নিম্বীলিখিত 
সম্বন্ধ সিদ্ধ হয় ৪ 

$ ১৮ /১569, 

তাহলে €' সেট বাম প্রান্তে 1। সংখ্যার দ্বারা বদ্ধ এবং 1, একটি বাম প্রান্তিক সংখ্য। 
€ব। নিম্ন প্রান্ত )। সহজেই অনুমেয় যে 1; এর আস্তত্ব থাকলেই অনেক এরকম নিম্ন 
প্রাস্ত সংখ্যা বল। যেতে পারে । যথা 27125 15১: » যেখানে 1; ১ /০ ১/৩১৮ 
১০০ এখন এই সব নি প্রান্ত বিন্দুর মধ্যে যোট গাঁরষ্ঠ (2591950) তাকে গরিস্ঠ 
নিষ্স প্রান্ত (05215: 10০1 6০917), সংক্ষেপে গ. নি. প্রা. বলা হয় । সেটটি 
যখন বাম প্রাও বদ্ধ, তখন এই গাঁরষ্ঠ 1নম্্ প্রান্ত সেটের মধ্যে থাকতে পারে বা নাও 
থাকতে পারে । সকল নিম প্রাস্তক সংখ্যাদের এই গরিষ্ঠ সংখ্যার আস্তত্ব ডোডাঁকণ্ডের 
তত্তের সাহায্যে দেখানে। যেতে পারে। 


সংজ্ঞা 8 সেটের নিব প্রাম্তক সংখ্যাদের গাঁরষ্ঠকে গারষ্ঠ নিম্ন প্রান্ত” (গ. নি. 
প্রা. ) বলা হয় । 


উদ্ধাহরণ 2 
মনে কর $- সকল ধনাত্মক প্রকৃত ভগ্রাংশের সেট 
এই সেটের 'নস্ব প্রান্ত হিসাবে নিম্বলাখত যে কোন সংখ্যা ধঃ: যেতে পারে 
05175547757 
এখন এই সকল নিন্র প্রান্তিক সংখ্যাদের মধ্যে গাঁরষ্ঠ সংখ্যা হয় 0; অতএব 0 এই 
সেটের গাঁরষ্ঠ নিম্ন প্রান্ত । কিন্তু এই গরিষ্ঠ নিম্ন প্রান্ত সেটের মধ্যে নাই । 


মন্তব্য। যাঁদ একট সেট উচ্চ এবং নিম্ন প্রান্ত দ্বারা বদ্ধ হয় তবে সেই সেটকে 
' উভয় প্রান্তে বন্ধ ৮০৮০৫ ০০) ৪০০৬০ 2170 ০610৬) বল। হয়। সকল 
ধনাত্মক প্রকৃত ভগ্নাংশের সেটাঁটি উভয় প্রান্তে বদ্ধ, কারণ এখানে 0 এ $ €৫1, 56 
- সকল ধনাত্মক প্রকৃত ভগ্নাংশের সেট । আবার আমরা দেখি 1 € 04 5 | 
অর্থাং | $ | «৫ 1. অতএব সাধারণভাবে যাঁদ একটি সেট ও উভয় প্রান্তে বদ্ধ হয়, 
তবে একটি ধনাত্মক সংখ্য। 7 এমন থাকবে যার দ্বারা আমর। লিখতে পাঁর | $ | 4%, 
৬ € ১9, 


৩৮ কলন-াবদ্যা 


প্রান্তের বিশেষ ধর্ষ ঃ 
এখন প্রান্তের গবশেষ ধর্মের কথা বলা হবে। কারণ কলন-াবদ্যায় এই বিশেষ 
ধর্মের বুল প্রয়োগ আছে । 


মনে কর 5 একাঁট সেট উচ্চ প্রান্তে বদ্ধ এবং এই সেটের লাঁঘষ্ঠ উচ্চ প্রান্ত 14 ; 
পূর্বেই বল৷ হয়েছে 4 বিন্দু ও সেটের মধ্যে থাকতে পারে বা নাও থাকতে পারে । 
অতএব 74 এর প্রথম ধর্ম হিসাবে আমরা পাই 
$ হু 1৫, 555. (1) 
যেহেতু 14 সকল উচ্চ প্রান্তিক সংখ্যাদের মধ্যে লাঁঘষ্ঠ ; 


অতএব 14 থেকে একটু ধনাত্মক ছোটো সংখ্যা [বিয়োগ করলে 5 সেটের অন্ততঃ 
পক্ষে একটি সংখ্যা $' এমন পাওয়া যাবে যাতে এই ও সংখ্যা (74 _ ৭) সংখ্যা অপেক্ষা 
বড় হবে অর্থাৎ 7/ এর দ্বিতীয় ধর্ম হিসাবে আমর৷ পাই 
14 - 6 এ 51 € 5. (2) 
(€ যত ছোট ধনাত্মক সংখ্য। হউক না কেন ) 
অনুরূপভাবে গাঁরষ্ঠ নিন্ন প্রান্তের নিশ্বীলাঁখত দুইটি ধর্ম াবদামান ; মনে কর একাঁট 
সেট $ নিশ্বপ্রান্তে ব্ধ এবং 7 তার গাঁরষ্ঠ নিশ্ন প্রান্ত । তাহলে আমর! পাই 
৩ ১৯71, 5 € 5 এ (3) 
* এবং 7:15 ৯ ডাঃ ডা এ (4) 


মন্তব্য ঃ একটি সেট 5 যাঁদ এমন হয় যে 77-414, তাহলে সেটের সকল বস্ঠু 
সমান । 


উদ্বাহরণ £ 

মনে কর ও' সেট সকল বাস্তব সংখ্যার দ্বারা গঠিত । তাহলে এই সেটের 'ক প্রাস্ত 
আছে ঃ সকল বাস্তব সংখ্যার জ্যামিতিক প্রাতিরূপ বাস্তব অক্ষরেখা, এই বাস্তব অক্ষরেখ। 
অসীম অর্থাৎ এর কোন প্রান্ত পাওয়া যায় না। বাস্তব অক্ষরেখার মূল'বিন্দু থেকে ডান- 
1দকে অগ্রসর হলে দেখ। যায় সংখ্যাগীল ক্রমশ বাড়তে বাড়তে কোথায় যে পৌছায় তার 
হাঁদশ মেলে না; আবার মূল বিন্দু থেকে বাম দিকে অগ্রসর হলে দেখ৷ যায় সংখ্যাগাল 
ক্রমশ কমতে কমতে কোথায় যে পৌছায় তার হাঁদশ মেলে না। কলন বিদ্যায় এই 
সেটের দুই প্রান্ত কপ্পনা করে নেওয়৷ হয়েছে, যথা -০০ এবং +০০; আসলে -০০ 
বা +০০ বাস্তব সংখ্যাই নয় । তাহলে বাস্তব সংখ্যার সেটাটকে লেখা যেতে পারে 

9৮-11-০০42 এ+ ০০] 


সেট, ক্রম, শ্রেণী ও ফাংশন ৩৯ 


অতএব দেখা যায় এই সেটের দুই প্রান্ত হিসাবে -০০ এবং + ০০ ধর৷ যেতে পারে না, 
কারণ প্রান্তের ধারণায় আমরা সরসীম সংখ্যার কথাই বলাছ । অর্থাৎ এই সেট দুই প্রান্তে 
বদ্ধ নয়, তাহলে এই সেটের ক্ষেত্রে আমর। লিখতে পাঁর 
| 9৫ | ১ ঠা, % ৪, 
(14 যত বড় ধনাত্মক পূর্ণসংখ্যাই হোক না কেন) 


2.06 ক্রম 2--প্রাথামক মন্তব্যে বলা হয়েছে যে সেটের বস্তুগুলির মধ্যে যখন 
আমরা কোনটি প্রথম বস্তু, কোনটি 'দ্বতীয় বস্তু, কোনটি তৃতীয় বন্তু-*..."এরূপ বুঝতে 
পারবো তখন সেই সেটকে ক্রম 9606006) বলব । 2.04-_অনুচ্ছেদের গণনীয় 
সেটের সংজ্ঞার মাধ্যমে বলা যায়, যে সেট গণনীয় ব৷ গাঁনতব্য (21011710121)16) সেই 
সেটই ক্রম অর্থাং & যাঁদ একটি গণনীয় সেট হয় তবে তার বস্তুগলর সঙ্গে স্বাভাঁবক 
সংশ্যার তব নিম্মলাখত এক এক সম্বন্ধ বিদ্যমান ; 

1৯০১ 2৯০৪১ 34৯৪৪১ *শইত্যাঁদ | 

অতএব 4৯ -19,, 2৪১ 2৪১৫১ ৮9, 


তাহালে সহজেই বুঝা যায় সকল ব্লমই সেট, কিন্তু সকল সেটই ক্রম নয়। ক্রমের 
বন্ধুগুল যাঁদ ৫২, 2৫১০১*"হয় তবে সেই সেটকে সংক্ষেপে লেখা হয় 19%1, 
যেখানে কলমের সাধারণ (বা! 1॥-তম ) বস্তু ০ এবং এই সাধারণ বস্তু থেকে সব বন্ুগু'ল 
পাওয়া যায় যথাক্রমে 0- 1, 2," বাঁসয়ে । 


ভদাহরণ 2-_ 
৫1 
মনে কর (০1- (5471 
প্রথমে 775 1 বাঁসয়ে পাওয়া যায় ৫+ 74, 
পরে 772 বাঁসয়ে পাওয়। যায় 22-এ, 
7%- 3 বাঁসয়ে পাওয়া যায় ৫3 -4, ইত্যাঁদ । 
তাহলে এই ক্রমের বন্তুগুল যথাক্রমে 
ঠু নু $ কু চি ০৯৪ 
কঃ ঠ ন্ঃ ৮+ [. 


ষেহেতু 7 1, 2, 3, অতএব % ৪ + 1, অর্থাং _/ 


711 
ধায় এই ভ্রমের বন্তুগুল 1] অপেক্ষা ছোট এবং স্পষ্টতঃ বন্তুগুলি 0 অপেক্ষা বড়। 
অতএব আমর। 'লখতে পার 

9 -2%+1 7 7771) 2) 





এত 1. তাহলে দেখা 


৪০ কলন-াবিদ্য। 


ভ্রমনের প্রীস্তঃ যেহেতু প্রত্যেক ক্রমই একটি সেট, ব্রমের প্রান্তের ধারনা 
সেটের প্রান্তের ধারনা থেকেই আসতে পারে । অতএব সেটের প্রাস্তের বিশেষ ধর্মের 
(2095 অনুচ্ছেদ দেখ ) সাহায্যে ক্রমের প্রান্তের সংজ্ঞা নিম্নীলাখতভাবে দেওয়া যেতে 
পারে £ 


সংজ্ঞ। $ যাঁদ 1.1] এমন একটি ক্রম হয় যা উচ্চপ্রান্তে বন্ধ (9০৪17060 
৪৮০৬৩) তাহলে 7 এই রুমের লাঘষ্ট উচ্চপ্রাস্ত ( ল. উ. প্রা. ) হবে যাঁদ 
1) 2714৫ 7177 15 2১ 


2) প্রাত ৪০০0 এর জন্য অন্ততঃ একটি সংখ্যা 2% 12%1 বিদ্যমান থাকে 
যেখানে 74 -_ €€:০% এই অসমতা 'সদ্ধ হয় । 


সংজ্ঞা £ যাঁদ (০7) এমন একটি ক্রম হয়যা নিশ্বপ্রান্তে বদ্ধ (9০90060 
69107) তাহলে 7 এই রুমের গারষ নিম্নপ্রান্ত (গ. নি. প্রা, ) হবে যাঁদ 
1) 27, ০৮170 5 71 1, 2১৭, 


2) প্রাত ৪৯০ এর জন্য অন্ততঃ একটি সংখ্য। ০7512%) আছে যেখানে 
71+ €১০% এই অসমতাটি প্রযোজ্য । 

উদ্দাহুরণ 2 

1) (77) ক্রমটি উচ্চ প্রান্তে বদ্ধ 
2) 1%1 ক্রমটি নিম্ন প্রান্তে বদ্ধ 





3) [নি ক্রমটি উভয় প্রান্তে বদ্ধ, 
7111] 


কারণ 0-_7.-1, 71771, 2, 
77] 


মন্তব্য £ () যে ক্রম উভয় প্রান্তে বদ্ধ তাকে শুধু প্রান্ত বন্ধ বল! হয়। একটি 
প্রান্ত বদ্ধ ক্রমের লাঘষ্ঠ উচ্চ প্রান্ত বা গাঁরষ্ঠ নিম্ন প্রান্ত ক্রমের বন্তু নাও হতে পারে। 


উদাহরণ শ্বরূপ মনে কর 18%)- (7); এখানে গাঁরষ্ঠ নিপ্রান্ত 0 কিন্ত 
0 & 121, আবার এই ক্রমের ল্িষ্ঠ উচ্চ প্রান্ত “1”, কিন্তু | € 19). 


(1) যে ক্রম 19%) উভয় প্রান্তে বন্ধ, তাকে নিম্নীলীখত অসমত চিহ্ের সাহায্যে 
লেখা যেতে পারে 
| 2% | “4. 


সেট, কলম, শ্রেণী ও ফাংশন ৪১ 


একছিষ্ট ক্রম (10001601065 5600600০9) 

একটি ক্রম 19, যাঁদ এমন হয় যে 4%39%+3 7 7.৮ 1,2১... অর্থাং 
2) 2৪ €০৪২৫4হ*৮ তাহলে সেই ব্রমকে একদিষ্টু (ব। একাহয়ী ) 
আরোহী ক্রম (001191905 10016525108 96901)06) বলে । অনুরূপভাবে 
যাঁদ ৫%১৯০%+3 7 7ম ]) 2," অর্থাৎ ০২১৯৯৫০৯৯৫১ ৯৯-** হয় তবে সেই ব্রমকে 
একদিষ্ট অবরোহী ক্রম 00017060706 ৫6016851170 9০0091)০6) বলে । যখন 


এইরূপ সংজ্ঞায় সমত৷ চিহস্গুল থাকে না, তখন সেই ক্মকে যথাবথ ব1 বথার্থ 
€১1০019) একাঁদষ্ট ( বা একান্বয়ী ) ক্রম বলে। 


উদাহরণ £_ 0) 1 ) ক্রমটি যথাযথ একাদষ্ট আরোহণ ক্রম । 








(2) (5 ) ক্রমটি যথাযথ একাঁদষ্ট অবরোহী ক্রম । 


কয়েকটি বিশিষ্ট ধরণের ক্রম £ 

এপ্শর সংজ্ঞা থেকে দেখ যায় যে স্বাভাঁবক সংখ্যার সেটের সঙ্গে যাঁদ এমন একটি 
নিয়ম বা অনুরূপতা (০01169011061106) বিদ্যমান থাকে যার দ্বারা স্বাভাবক সংখ্যার 
সেটটি বাস্তব সংখ্যার একটি উপসেটে রূপান্তরিত হয়, তাহলে এরূপ নিয়ম বা অনুর্পতা৷ 
একটি বাস্তব ক্রমের (ছ২৪8] 5606006) সৃষ্টি করে। কিন্তু এই নিয়মটি বা অনুর্পতাটি 
ক ? ইহার সহজ ব্যাখ্যা দেওয়াও সম্ভব নয়। তবে উপরোন্ত ক্রমের উদাহরণগু'লতে 
দেখ! যায় যে এই নিয়মটি ক্রমের সাধারণ বস্তুর (9, এর ) একটি সৃন্ন সঙ্কেত 
€60170019) মানত । কিন্তু প্রত্যেক ক্লমের যে এরুপ একটি সূত্র সঙ্ফেত থাকবেই এর্‌প 
বল৷ যায় না। যেমন মনে কর একটি নিয়ম বা অনুর্পতা৷ এমন আছে যার দ্বার প্রাত 
স্বাভাবিক সংখ্য। % এর অনুরূপ সেই সব স্বাভাবিক সংখ্য। যার 7 এর চেয়ে ছোট এবং 
% এর সঙ্গে পরস্পর মৌলিক তাদের সেট । এরূপ একটি নিয়ম দ্বারা যে ক্লমের 
উৎপত্তি হয় তার বন্তৃগীল ানচের সারণীতে (0৪91০) দেখানো « £ 
7 | 7 এর ছোট আপোক্ষক মৌলিক স্বাভাঁবক সংখ্যা | ?% এর সংখা। 


০ 


ৰ 


৫ 0 


ডি 


০০ সত শি (8 শী ৬9 ১) 
৮০০০৪ িট  টিট টি: টি টা টি 
৩১ ১১ ৬5 1১ ১ ৮৯ 
২5) ১১ ৬ 
২ ৩৯ পৃ, 

২৯) 

০৯ 
৯১ শি ৮) ১ ৮) ৮) পস্ 


৪২ কলন-বদ্যা 


উপরোন্ত সারণী থেকে আলোচ্য ক্রমের সাধারণ বস্তুকে % এর মাধ্যমে লেখা এক অসম্ভব 
ব্যাপার অর্থাৎ এরূপ ক্রমের সাধারণ বস্তুর মূল সংকেত নাই। এই ক্রমের সঙ্গে ষে 
নিয়ম বা অনুর্পত৷ বর্তমান তাকে ॥ এর অয়ঙলার নির্দেশক (65151 170108601) 
বল। হয়। 
ন্যাপ ভ্রেম £ 
মনে কর 227৮-2 স্ 
7? 


7-] 
এবং 222 চি 17. 
উপরোক্ত ব্লমের মূল সংকেত দুভাগে ভাগ করে লেখা হয়েছে_০, 2$+. 6» *** এর 
জন্য একটি মূল সঞ্ফেত এবং ৫:, ৫৪, ৫৪, “"**** এর জন্য অন্য একটি মূল সঙ্কেত । 
এই ক্রমের বস্তুগু'ল ষথাক্রমে 


1, 0, উ, ই তত 8১ হত |? উঠ 2 তি 
অতএব ব্লমের মূল সঙ্কেত একটির বেশীও হতে পারে । 
ভ্রমের লেখচিত্র 2 


॥ এর মানগুীলকে অনুভূমিক অক্ষরেখায় রেখে এবং 4 এর মানগুিকে উল্লম্ব অক্ষরেখার 
সমান্তরাল রেখায় অবাস্ছিত মনে করে 'নম্নীলাখত লেখাঁচত্র অঞ্কন করা যেতে পারে £ 





উপরোন্ত লেখাঁচন্রে দুটি অক্ষরেখা ধর! হয়েছে; কিন্তু ক্রমের লেখাঁচত্রে কেবলমাত্র ক্লমের বন্তু- 
গ্ললর চ্ছান দেখানে৷ বথেষ্ট বলে অনেকে ক্রমের বস্তুগুলির মান কেবল একটি উল্লন্ব রেখায় 
চ্ছাপন করে লেখাঁচত্র অঞ্কন করেন। উপরোন্ত ক্রমের লেখচিন্র নন্নরূপ হতেও পারে £ 


সেট, ক্রম, শ্রেণী ও ফাংশন ৪৩, 


যে কোন একটি লেখাঁচন্র থেকে আমরা সহজেই বুঝতে পার যে ব্লমের সংখ্যাগাল 
রুমাগত ছোট হচ্ছে। প্রথম চিত্রে 2% এর অনুরূপ বিন্দুগু'ল ॥-অক্ষরেখার যত কাছে 
সম্ভব যাবার চেষ্টা করছে। দ্বিতীয় চিন্রেও ৫% এর অনুরূপ বিন্দুগুলি উপরাঁদক থেকে 
নীচে নামতে নামতে ৭০, এর যত কাছে সম্ভব নামবার চেষ্টা করছে। ব্লমের বন্তুগালর 
এই ধরণের প্রবণতা ক্লমের সীমা নির্ধারণের পক্ষে খুব অনুকূল । ব্রমের সীম নির্ধারণের 
কথ। পরের অধ্যায়ে বশদভাবে বলা হবে | যে কলমের সীম। থাকে বা ক্রমের বস্তুগীল এক 
সীমার কাছে পৌঁছায় তাকে আঁভসারী (০0189159176) ক্রম, অন্যথায় অপসারী 
(৫1565169170) ক্রম বলে । 


উদ্বাহরণ ৫__ 
1 টি বি 5 
মনে কর 214 টি একটি সরল আঁবরত ভগ্নীংশঃ যেখানে 
22 1 ___ট 
29 শী ৬৬৬ 
৫3) 202১ 29১ সংখ্যাগুলি স্বাভাঁবক সংখ্যা । 
এখন 25, হী 2871 --_্া সিহত সংখ্যাগুল একটি ক্রম তৈরী 
2 22 শঁ নি ইত 
23 
করে। এখানে 25১ ৫৪, **৮ ধনাত্মক পূর্ণসংখ্যা । এই ধরণের অবিরত ভগ্মাংশের 


বিশেষ ধর্ম হিসাবে বল। যেতে পারে যে এর একটি নাঁদষ্ট মান (:) আছে অর্থাৎ এর্প 
সরল আবরত ভগ্নাংশ মাত্রেই আভিসারী (০০910৮67506) । এ. যাদের এই সরল, 
আবরত ভগ্মাংশের ধারণ। কিছুটা আছে তাদের নিশ্চয়ই জানা আছে যে 


(1) 21, 258, 5, ৮ একটি যথাযথ একাদিষ্ট আরোহী ক্রম, 
॥ ৪ £5 
(2) 29, 85, £৪, ৮০ একটি বথাবথ একাঁদষ্ট অবরোহ ক্রম, 
৫2? ৫" ৫9 
যেখানে 2£-এ,+1-- . ] 


7 ১ সি 


(3) 12+- 1 এ ৮, 


29- 


(4) 05%122% ১ % 


8৪ কলন-াবদ্যা 


2.07 শ্রেণী 

প্রাথামক মন্তব্যে বলা হয়েছে যে ক্লম (990061006) এবং শ্রেণীর (501165) মধ্যে 
'একট। পারস্পারক সম্পর্ক আছে। 

মনেকর ৪; +2£+98+ ৮. একটি শ্রেণী । 
এই অসীম শ্রেণীর যোগফলের অর্থ কি? কোন সাধারণ মানুষের পক্ষেই অসীম শ্রেণীর 
বীঁজগাণি।তক অর্থে যোগ করা সম্ভব নয়। তবে এরূপ যোগফলের অর্থ কি? এর 
যুন্তিসঙ্গত অর্থ নিম্ররূপে দেওয়া যায় £ 

517-40] 

7৮01 722 


55৮০3 1227 12 


তাহলে $5,1 একটি ব্লম এবং প্রত্যেকটি শ্রেণীর সাঁহত এরূপ একটি ক্রম ওতোপ্রোত- 
ভাবে জাঁড়ত। শ্রেণীর কিছু আলোচনা করতে হলে শ্রেণীর অনুরূপ ব্লমের আলোচন। 
প্রয়োজন । যেমন- শ্রেণণীটর যোগফল আছে, কি নেই, জানতে হলে শ্রেণীর অনুর্প 
ক্লমের সীমার আলোচন৷ করতে হয় । ক্লমের সীমার কথা সঠিকভাবে যাঁদও পরের 
অধ্যায়ে আলোচিত হবে, তবুও এখানে সীমার কথা একটু অনুসন্ধানমূলকভাবে বলা 
হবে। 451 ক্রমাঁটকে শ্রেণীর আংশিক যোগফলের ক্রম (56017191106 ০01 191119] 


5175) বলে । 


শ্রেণী প্রধানত তন প্রকারের--(১) আভসারী (০০906156170) শ্রেণী, ২) অপসারী 
€01%16017) শ্রেণী, (৩) দোলায়মান (099০1119601) শ্রেণী । 


প্রথমে একটি আভিসারী শ্রেণীর উদাহরণে আসা যাক । মনে কর 


1+11+7. শত ৩৮2, 


গড 


ইহা৷ একটি গুণোত্তর শ্রেণী । আমর জানি এর যোগফল] _ ২ 
কু 


মত 2 


এখানে এই শ্রেণীট আভসারী । এই শ্রেণীর আংঁশক যোগফলের ব্লম 


885 


অর্থাং [5,)-1 + 828 ৫ এ _261-2-%) 


সেট, ক্রম, শ্রেণী ও ফাংশন ৪৫ 
তাহলে দেখ। যায় 5 201 - 8), ও -201-2, $ -201- | রহ 
্ ু $ গর 22 $ $ ঠ্ত 


এইভাবে ৪০০৪ ৮21 ১955) ১০:০০, অতএব বন্ধনীর মধ্যে দ্বিতীয় পদাঁট খুব ছোট 
হতে হতে শৃন্যের কাছে পৌঁছাচ্ছে। এজন্য অনন্ত শ্রেণীটর যোগফলের ধারণ। কর! 
যাচ্ছে, সেজন্য এই শ্রেণীটর ক্ষেত্রে অভিসারী নামাঁট ষথার্থ। 

ধদ্বতীয়তঃ 1+1+1+14+".**শ্রেণীটি কি আভসারী ? 

দেখ। যাক এর আংাঁশক যোগফলের ক্রমাট কি রকম । এখানে 


98. 7 19 ৬৪ নদ 2) 53» 35 5৫ ০ 4 ৪৩৪৯০ 


অতএব শ্রেণীটির আংাঁশক যোগফলের ক্রমাঁট স্বাভাবক সংখ্যার ক্রম । কিন্তু 
আমর৷ জান স্থাভাঁবক সংখ্যার ক্রমের উচ্চ প্রান্ত নেই অর্থাৎ স্বাভাবিক সংখা। বড় হতে 
হতে বৃহত্তর সংখ্যার হাঁদশ মেলে না । তাহলে এই শ্রেণীটর যোফল সবচ্চেয়ে বড় 
স্বাভাবিক সংখ্য৷ অর্থাৎ শ্রেণীটির যোগফল কোন সসীম স্বাভাঁবক সংখ্য। নয় । সেহেতু 
শ্রেণীটি অপসারী । 

তৃতীয়তঃ 1-1+1-1+1-17+- * শ্রেণীটি আভসারী ব৷ অপসারী নয়। 
কারণ জোড়সংখ্যকে পদ পর্যস্ত যোগ করলে যোগফল “0+ হয়, আবার বিজোড়সংখ্যক 
পদ পর্যন্ত যোগ করলে যোগফল | হয়। তাহলে শ্রেণীটির যে কোন পদ পর্স্ত 
যোগ করলে যোগফল হয় “0, বা 11 সুতরাং এই (অনন্ত) শ্রেণীর যোগফল 
একটিমান্র সসীম সংখ্যা নয়, সুতরাং ইহা। আঁভসারী নয়। আবার এর যোগফল 
যে সসীম সংখ্যা নয় তাও নয়, অতএব একে অপসারীও বলা যায় না। যেহেতু এর 
যোগফল একবার “০, এবং আর একবার “1, সেহেতু এহ শ্রেণীকে দোলায়মান 
শ্রেণী বল। হয়। 

উপরোন্ত উদাহরণ সাহায্যে বিভিন্ন শ্রেণীর কথা বলা হল। অভিসারী, অপসারা 
ব৷ দোলায়মান শ্রেণীর যথাযথ সংজ্ঞ। দিতে হলে ক্রমের সীমার কথা এসে যায় বলে এ 
অধ্যায়ে বথাষথ সংজ্ঞ। দেওয়া গেল না । 
উদাহরণ ঃ-_ 

(1) 1+17+75-৮" শ্রেণীটি আঁভসারী যখন || এ 1, শ্রেণণীটি অপসারী 
বখন [1 | ১৯1, শ্রেরীটি সসীম সংখ্যার দোলায়মান যখন 7-. -1, এবং শ্রেণাটি 
অসীম সংখ্যায় দোলায়মান যখন ॥ «€ -1, 


৪৬ কলন-বিদ্য 


0) নি +১ন+813+ ১০৭০০ শ্রেণীটির প্রথম পদ (%+)- 


1.2 2. 


1 

1.2? 
143 স্" 23, পদ (৯) হব, 7/-তম পদ £*-7(%577 

| 4 

হিসি 70711) 71744 

অতএব 








যোগ করে আমরা পাই 


|] 
163. 1242 + "42475 ল 17 যা 
হি রি 71 | 


* 7 
অ 9 ৮ -- 7 
থাং 5% 71] 


অতএব শ্রেণীটির আংশক যোগফলের রম[5+7] | আমর! পূর্বেই লক্ষ্য করোঁছ 
'যে এই ক্রম উচ্চপ্রান্তে এবং নি্নপ্রাস্তে বদ্ধ এবং এই ক্রম একটি যথাবথ একাঁদষ্ট 
আরোহী ক্রম । কিন্তু শ্রেণীটি অভিসারী কিনা আলোচনা করতে হলে কব্লমের সীম। 
আলোচনা করতে হয় । সেজন্য শ্রেণীটির সাহত ক্লমের সম্পর্ক সম্বন্ধে আর কিছু 


বল। যেতে পারে না। শুধু এইটুকু বল। যায় যে একাঁদষ্ট ক্রম উভয় প্রান্তে বদ্ধ হলে 
অনুরূপ শ্রেণটি আঁভসারী হইবে । অন্যভাবে লক্ষ্য করা যায় 


এইভাবে __1 -1+ 77 


99599 9999 
অতএব 'দ্বতীয় পদটি ক্রমাগত ছোট হতে হতে শূন্যের কাছে পৌছাচ্ছে। এজন্য এই 


সেট, ক্রম, শ্রেণী ও ফাংশন ৪৭ 


অনন্ত শ্রেণীর যোগফলের ধারণ। করা যাচ্ছে অর্থাৎ যখন ॥ ক্রমাগত বড় হচ্ছে তখন 


1 রমাগত 1 এর কাছে পৌঁছাচ্ছে ; প্রতীক চিহের মাধ্যমে বলা যায় যখন 7-৯ + ০০ 
$ 


গ$ 


তখন ৩৮]. 


%) 142 4+--+ 25 + ০ শ্রেণীর সক্ষেত চিহ ৯১৮, 
৯ ০০ 1. 

2.08 ফাংশন 

প্রার্থীমক মন্তব্যে বলা হয়েছে যে দুইটি চলরাঁশর (» এবং )) মধ্যে যাঁদ ) 
চলরাশির মান % চলরাশির মানের উপর 'নর্ভর করে, তাহলে 7) চলরাশকে 2 
চলরাশির ফাংশন বলে। প্রতীক 'চহ্ু হিসাবে লেখা হয় 710) | বিখ্যাত 
গাঁণাতক টিচমার্শ (16010078751) এর জনীপ্রয় সংজ্ঞার মাধ্যমে বলা যায়) যেন 
একটি যন্ত্র, % তার কাচামাল এবং ) তার উৎপাদন । যেমন )-2% হলে, % এর 
একটি মান ভানাঁদকে দলে, বামাঁদক থেকে ) এর অনুরূপ মান পাওয়া যায়; অর্থাৎ 
যখন 2:৮1, তখন 7723; যখন »-শড়ঃ তখন 0717 %7- নু, তখন 
)-2 ছু ; ইত্যাঁদ। আবার কোন গ্যাসের ক্ষেত্রে তাপাংক যখন ধুবক থাকে তখন 
গ্যাসের আয়তন উহার চাপের একাঁট ফাংশন ; পুনরায় চাপ যখন ধুবক থাকে তখন 
গ্যাসের আয়তন উহার তাপাংকের একটি ফাংশন । গোলকের আয়তন তার ব্যাসার্ধের 
ফাংশন । 


প্রাথমিক মন্তব্যে আরও বলা হয়েছে যে ফাংশনের ধারণায় স্বাধীন চলরাশর 
(অর্থাৎ % এর) একটি অণ্চল বা এলাকা উল্লেখ না করলে ফাংশন সুস্পষ্টভাবে 


প্রকাঁশত হয় না। যেমন ৮১ ফাংশনটি কোন্‌ এলাকায় বার্ণত 2 কারণ »+ এর 
অঞ্চলের মধ্যে যাঁদ শূন্য (0) থাকে তবে এই ফাংশনাঁট ঠিকমত বার্ণত হয় না। 
আবার ৮ ০০১6০ % বললে % এর অনেক মান আছে (যেমন ১৮. 77১ 77-0১ ১1, 
382, এ: 3৮৮) যেখানে ফাংশনাঁট সুস্পষ্টভাবে বার্ণত নয়। আঁধকু ৮1৯) 
বলার সময় যাঁদ % এর অঞ্চল বর্ণন। করা ন৷ হয়, তবে ফাংশনাঁটর আলোচনা কোন্‌ 
অঞ্চলে কর হচ্ছে বুঝা যায় না; কারণ ০ চলরাশি তে। অনন্ত বাস্তব অক্ষরেখায় 
বিচরণ্শীল এবং বিচরণকালে % সমস্ত বাস্তব সংখ্যার (বা বিন্দুর) মধ্য 'দিয়ে আবরাম 
ভাবে পারবর্তনশীল । 

এখন ফাংশনের কতকগুলি সহজ উদাহরণ দেওয়া হবে। 


8৮ কলন-াবদ্য। 


উদ্দাহুরণ 1. মনে কর 7.1) এবং 7)-%; এখানে % ষে কোন 
বাস্তব সংখ্যার মান ধারণ করলে এর মান পাওয়া যায়, অতএব % এর অগল সমস্ত 





বাস্তব অক্ষরেখা । )/-% এর লেখাঁচন্র লক্ষ্য করলে বুঝ৷ যায় এমন কোন বাস্তব সংখ্যা 
2 নেই যার অনুরূপ )) ঠিকমত সংাঁজ্ঞত বা বার্ত নয় অর্থাৎ প্রাত বাস্তব সংখ্য। % এর 
জন্য ফাংশনাঁট সংাজ্ঞত। 


উদ্দাহরঞ 2. মনে কর 7717) এর 1/0%)-7; 
এখানে ফাংশনাটির ম্বাধীন চলরাশি (অর্থাৎ %) “০ চলরাঁশর মত সমস্ত বাস্তব বাংখ্যা 
ধারণ করে না। সুতরাং 10০) - এবং 10) ৯-% দু'টি 'বাভন্ন ফাংশন । প্রথমাঁটতে 
৮ ষে কোন বাস্তব সংখ্যা হতে পারে, কিন্তু দ্বিতীয়টিতে ॥ শুধুমাত্র ধনাত্মক পূর্ণসংখ্যা 
ধারণ করে। 10)-% একাঁট বাস্তব চলরাশর ফাংশন এবং 17%7)-7 একটি 
ধনাত্মক পূর্ণ সংখ্যার ফাংশন । এই উদাহরণে 7%- 1 হলে /01)-*1, ৮72 হলে 


28 


ও €65১ 





০ 1 


02)" 2, ইত্যাদ। এই ফাংশনাঁটর লেখাঁচন্র অঞ্ষন করতে হলে 7.৮ 1, 2, 3" 
নিতে হবে ; তাহলে উদাহরণ 1 এর মত উদ্দাহরণ 2-এ ফাংশনাঁটর লেখাঁচ্ন আঁবাচ্ছন্ন 
লেখ নয় অর্থাৎ /0%)-*& এর লেখাঁচন্র 'বাচ্ছন্ন 'বন্দুসমূহের সংগ্রহ এবং এই সব 
বন্দু /..% সরলরেখার প্রথম পাদে সমদূরত্বে অবাস্থিত। 


সেট, ক্রম, শ্রেণী ও ফাংশন ৪১৯ 


মন্তব্য ১ উদাহরণ 2 থেকে সহজেই বুঝ। যায় যে প্রত্যেক ব্রমকে ফাংশন-আকারে 
প্রকাশ কর যেতে পারে । অতএব আমরা লিখতে পার 
102) 5 2%, 


যেখানে /01)- 21, 402). ৫5" ইহাই ফাংশনের সবচেয়ে সহজতম রৃপ। 
ক্রম এবং শ্রেণীর আংশিক যোগফলের কর্ম ধনাত্মক পূর্ণসংখ্যার চলরাশর ফাংশন । 


উদ্দানুরূণ 3. মনে কর 70৮)-2 ; ইহা কি একাটি ফাংশন 2 

লক্ষ্য কর৷ ষায় ডানাঁদকে কোন এ চলরাশি নাই ; ডানাঁদকের রাশাট ধুবক ৷ 
/0০)-2 দেওয়া থাকলে মনে করতে হবে প্রাত বাস্তব চলরাশর মানের জন্য 
10) এর মান 2; অতএব 70) -2, % বাস্তব চলরাশর একাঁট ফাংশন । ১2 





এর লেখাঁচন্্র লক্ষ্য করলে বুঝ। বায় প্রতি % এর মানের জন্য ) বা 79) এর মান 
সধাঁজ্ঞত । 


উদ্দাহরণ 4 মনে কর 70/)-2 

এখানে যেহেতু ম্বাধীন চলরাশিটি 7, সেহেতু 7.1, 2, 3-৮৮৮ তাহলে 
উপরোস্ত লেখচিন্রের উপর /01)- 2, /02)-2, 103)- 3, ** “বিন্দুগুল বর্তমান 
ফাংশনের লেখাঁচন্র। লক্ষ্য করার বিষয় ফাংশনাঁটিকে ব্রমের মাধ্যমে লিখলে পাওয়া যায় 


161)» 25 - 2502) 2৪ ৮ 25 2 
অতএব বর্তমান ফাংশনাটির রুম নিম্নরূপ £ 

গিরি 
অর্থাৎ ক্রমাট একটি মান্র সংখ্য। 2 দ্বারা গঠিত। 


উদ্ধাহুরণ 5. মনে কর /%)- রি ; পৃথই বল। হয়েছে এই ফাংশনটির 


০ এর অঞ্চলের মধ্যে ৮৯9 থাকতে পারে না অর্থাৎ শূন্য বাদে সমস্ত বাস্তব অক্ষরেখায় 
ফাংশনটি ধার্ণত। ৮)» ) গলখলে আমরা পাই 


জি অর্থাৎ ০7/-* 1. 


৬০ কলন-বদ্য। 


৮ 
পরাবৃত্তের সমীকরণকে উহার দুইটি আঁভসারকের সরলরেখাকে অক্ষ ধরে পারবার্তভ 


2 ৪ 
কর৷ হয় তখন পরাবৃত্তের সমীকরণ হয় ০)- টি | ূ 


ও গু 
চ্ছানাঙ্ক জ্যামাততে 20/-1 এর লেখচিন্র একটি পরাবৃত্ত ( ষখন ঠর -ঠ৪-1 এই 


উদ্ধাহরণ 6. মনে কর 70) টি 


এখানে লক্ষ্য কর। যায় /01)7. 1, 02) 75 703)- উই, অতএব ॥ যত 
বাড়ে 10) তত কমে । ॥ বাড়তে বাড়তে যখন + ০০ কাছে যায়, তখন /01) কমতে 
কমতে :0" কাছে যায়; এই ধারণ। থেকেই সীমার কথা আসে । প্রতীক চিহ্ হসাবে 
লেখ হয় 
যখন 7%-৯ +০০১ তখন 108) -৯০9; 
যাঁদও সীমার কথা৷ আমরা বি স্তাঁরতভাবে পরের অধ্যায়ে আলোচনা করব, তবুও কিছু 
গকছু সীমার প্রারান্তক ধারণ। এখানে দেওয়া হল । এখানে 707) -৯0 কথাঁট 
বুঝাইবার জন্য নিশ্নীলাখত অসমতাগুল লক্ষ্য করা ভাল £__ 
1()- এ - 001, যাঁদ ॥% ৯ 1000 
107) রা 0001, যাঁদ% ১৯ 10000 


707). ২ এ * 00001, যাঁদ % ৯ 1000,00 


বা 
7 
1 

71 


108)» - এ * 000001, যাঁদ % ১ 1000000 


উদ্দাহুরণ 7. মনে কর 10%)-1_1. 


7 
এখানে 161)-0, /02)স্ ই+ 163) 7 ৯ 2 16999) 8£৪, "ইত্যাদি 
অতএব 108) 7» 1, যখন 7 -_৯ + ০০. 


উদ্বানরণ 8. মনে কর 107). (510 70 %) | 7, যেখানে 6 বাস্তব 
এখন 1/0) | € 7, যেহেতু 19086 পদ] এ 1. 


যেহেতু --৯০১ বখন 7৯ ০০ ১108) -৮ ০১ যখন 7৮ ০০. 


সেট, ক্রম, শ্রেণী ও ফাংশন &১ 


উদাহরণ 9. যাঁদ 10%)--1 এবং 20%)--1+ হয়, তবে 


1071) «২ 807) :7775 1, 2) ৮ 25 তত, 


কারণ 88818 
72 


7 

7 

1 

7 

এখন ৯০, যখন 7 -৯ ০০১ অতএব 707) -৯ ০0 এবং 
207) ৮ 1, যখন ৮8 -৯০০ 


উ ৃ্‌ 779171713 
দহন 26, বনে রর 67747 


যেহেতু 17 -৯০ এবং এ যখন 7% -৯ ০০) 
71 7? 


সেহেতু /0%) -৯ $" 


উদ্দাহরণ £1. যাঁদ )-10%)+ 911 এগ্গ, তবে যখন 
2-75 তখন )/৮10%), কারণ 511) 7%গা 70. 


উদাহরণ 12. যাঁদ %» এ তাহলে যখন 7- ০০, তখন 


)-0 হু %09); অর্থাৎ যখন 7 -৯ ০০, তখন 
 চলরাশ ০% চলরাশির একাঁটি ফাংসন %09) ল ০. 


উদ্দাহরণ 13. যাঁদ /-২ হয়, তবে যখন % ৯ ০০, 


তখন )-০, যদ -1 941; 7০, যাঁদ 7৮1 
/-]5 2 এ 71, অথবা ৮ 1; আবার )£বার্ণত হয় ন। 
যখন 9. -1, 

উজ্জাহরণ 14. যাঁদ )-০%) এবং %0£) -৯ ০০ যখন 7 -৯ ০০, তবে 
১.০, যাঁদ -1 € 1; )-+ ০০, যাঁদ % ৯ | এবং 
টি যাঁদ ০-1; যখন % --৯ ০০০ 


&২ কলন-াবদ্য। 
বিবিধ অনুশীলনী 2 


1, নিম্নালাখত অন্তরালগুলকে সেট আকারে লেখ :-_ 
(1, 2); [7191] 00,117; [715 0) 
2, যাঁদ 47110 € % 420], 85111 এ এ 51 এবং 
07121 4 শু % এ 10) হয়, তবে নিম্বীলাখত রাঁশগুলর 
প্রত্যেকাটকে একাঁট সেটে লেখ : 
(0) 4 0৪ 
(1) 4178 
(1) 810 0 
(1৮) 9170 
(৬) 4 00917 ০) 
(৮1) 47080 ০) 
(৮1) 47 9)17 ৪, 
(৮111) (41748) 0 4, 
০ বাস্তব সংখ্যার প্রতীক । 
3, সেটের ধারণার সাহায্যে নিম্নালাখিত প্রশ্নের সমাধান কর £. 
একটি 'বদ্যালয়ে 550 জন ছান্রের মধ্যে 290 জন বাংল পড়ে, 200 জন হিন্দী 
পড়ে, এবং 80 জন বাংল। বা হিন্দী কোন বিষয়ই পড়ে না। কতজন বাংলা এবং 
হন্দী উভয় বিষয় পড়ে ? [ উত্তর 20] 
[ সক্ষেত £ যাঁদ 74) - 4 সেটের বস্তু সংখ্য। হয়, তবে 
7104 00) 8) +%04 07 5) 7 704) 47709) ] 
4. বাদ 4 1 70-৮407 ৮ এবং এ 0 7-4 0 ৮ হয়, তবে প্রমাণ 
কর 47 £. 
5. নিম্ীলিখিত সেট দুইটির লাঘষ্ঠ উচ্চপ্রাম্ত এবং গাঁরষ্ঠ নিশ্বপ্রাম্ত নির্ণয় কর £ 
(1) 2 15 হত ইত উঠ তত? হত? 2 তি 
(11) ই, -85891782 12 ঃ তিি। 


6, নিম্বলাখত ক্রমাটর প্রথম পাঁচটি বন্ধু লেখ £ 
1. ] ] 
1123 + +৮-1০৪8] 


দেখাও যে উপরোক্ত ক্রমাট একাঁদক্ট অবরোহণী ৷ 


সেট, ক্রম, শ্রেণী ও ফাংশন / 
7. নিয়ালাখিত কলমি কি একাঁদিষ্ট 2 
৬2, 4252, 2+ 572, ডি 
8. নিম্বালাখত ক্রমাঁটর প্রথম পাঁচাঁট বাস্তব মান নির্ণয় কর £ 
৮৭) 


] ] ] ] 
9. এ যী রহ 
যাঁদ ৫ [হর + 2.3-+ 8.3+ +++ এ 7) হল, তবে দেখাও 

যে 11 একাঁদষ্ট আরোহী ব্লুম । 


প্রমাণ কর ০0 € ৫ € 13;77- 1) 2, 3১ ০১, 


10. নিম্নালাখত শ্রেণীর আংশক যোগফলের ব্লম নির্ণয় কর £ 
]+71+721+-2- 





1]. টিন ৪০ ১৯. 1 হয়, তবে শ্রেণীটির প্রথম পাঁচাট পদ 
98--] 


£1 
27] 
নির্ণয় কর। 
দেখাও যে | 45 | এ 1 81, 
12. দেখাও যে নিম্নাীলীখত সেটাঁট গণনীয় 


1, সঃ &, ৪, হন 1 
13. নিম্নীলখিত ফাংশন দুইটির প্রভেদ দেখাও £ 
1000) 72৯5 70%)-7%- 
14. নিম্নীলীখত ফাংশনাঁটকে ফাংশন বলার সার্থকত। বিচার কর £ 
/0)-5 
15. দেখাও যে 
10%)- ্ এ: ,0000001, যখন ॥- 1234567 





16. দেখাও যে 
ু 
7 ওহ 5 
772 - 1] রর 


17. যাঁদ টিটি দেখাও যে যখন 7 -৯ ০০, 07০15 1%1 বি | 


] 1725; 


হইলে; 772, 12171; এবং 07৮0, 151 ১৮] 


&$৪ কলন-বিদা। 


হ 1, | 
গঠিত 2. 


14 এ 
শ্রেণীট কি আঁভসারী ? 


19. বাস্তব চল এর সংজ্ঞ৷ দাও । বাস্তব চলের ফাংশন বলতে কি বুঝায় ? 
20. ক্রম ও শ্রেণীর পারস্পরিক সম্পর্ক আলোচনা কর। 





তৃতীয় অধ্যায় 


সেট ও ভ্রমের সীম। 
অভিসারী ও অপসাত্রী শ্রেণী 


3.01 প্রাথমিক মন্তব্য £ 


সীমার ধারণা কলনাবদ্যায় একাট বিশেষ মূলগত ধারণ। ৷ সীমা 'নর্ধারণ ব্যাতরেকে 
কলনাঁবদ্যার কোন 'কছুই আলোচন৷ করা সম্ভবপর নয় । সেজন্য সেটের সীমা, ব্লমের 
সীমা, শ্রেণীর আংশিক যোগফলের ক্লমের সীমা এই অধ্যায়ে খুব সহজে আলোচন। করা 
হবে। দ্তীয় অধ্যায়ে সেট, অথও চলের (যে চলের মান কেবল মাত্র ধনাত্মক পূর্ণ 
সংখ্যা হয় তার ) ফাংশন এবং শ্রেণীর কথা বলা হয়েছে । সেখানে সেট, ক্রম, ফাংশন 
এবং শ্রেণীর ধর্ম আলোচনা করতে যাবার সময়ে সীমার কথা এসোছিল। তাই "সীমা, 
কথাটির ব্যাখ্য। প্রয়োজন । এখানে এই সীমার ধারণ। সাধারণ ভাবে সাবিস্তারে 
আলোচন। করা হবে । শ্রেণীর ধারণ। মূলতঃ সীমার ধারণার উপর নির্ভরশীল । কাজেই 
শ্রেণীর বিস্তারত আলোচনা করা হবে। 


সেটের সীম! £ সেটের সীমা কথাটির ব্যাখ্যা সহজ করার জন্য একটি উদাহরণের 
সাহাব্য লওয়া হল। ধর 11, %ু? &, 87. একটি সেট । এ৯ সেটের বন্তুগুল 
ধনাত্মক এবং ক্রমশ ছোট হতে হতে কোন্‌ সংখ্যার কাছে পৌঁছায়, এই ধারন। থেকেই 
সীমার ধারণা আসে ; সেটের ফন্তুগুলি 1, $১ ঠ, ৩ তঠত, *" ত০ঠতন "২" 
ইত্যাঁদ, তাহলে দেখ! যাচ্ছে বস্তুর হরের মান ক্রমাগত বাড়ছে এবং সঙ্গে সঙ্গে বস্তুর মান 
ক্রমাগত কমছে; বস্তুগালর মানের পাঁরণাঁত হিসাবে বল৷ যায় খুব ছোট, আরও ছোট, 
আরও ছোট, তার চেয়ে ছোট, ইত্যাঁদ ; কত্ত বন্তুগালর মান ধনাত্মক ; তাহলে ধনাত্মক 
পূর্ণসংখ্যার অন্যোনক (০০110081) যে সংখ্যার কাছে পৌঁছায় সেই সংখ্যাটি সেটের 
লীম! (10011) অর্থাৎ এই সেটের সীম। 0 (শূন্য )। লক্ষ্য কর উঁচত কোন বন্তুর 
মান কখনই শূন্য হবে না। 


9 


114 ঃ 
ক ড হ 


উপরোন্ত অনুচন্র থেকে বুঝা যায় সেটের বন্তুগুলির 0 € শূন্য ) এর ষত কাছে সম্ভব 


৫৬ কলন-বিদ্যা 


যাবার চেষ্ট। করছে, ?কন্তু শূন্যকে আঁতক্রম করে কোন খণাত্মক সংখ্যার মান ধারণ করতে 
পারে না। অতএব সেটের বন্তুগালর সীমা শূন্য। এখন সেটের সীমাকে একটু 
গাণাতক উপারে বলার চেষ্ট। করা হবে। শৃন্যকে নিয়ে যত ছোটই একটু সরলরেখা 
লওয়৷ হউক না কেন, যেমন মুস্ত অস্তরাল (- তত ০), তার মধ্যে (শূন্য বাদে ) 
সেটের অন্ততপক্ষে একটি বস্তু থাকবেই ; এখন লক্ষ্য করা যেতে পারে যে, এই মুস্ত 
অন্তরালের মধ্যে চনত সংখ্যাটি (সেটের একটি বন্তু ), কারণ তপ্ত এ 2$ঠ। আবার 
উপরোক্ত মুস্ত অন্তরালের একটি উপ-অন্তরাল (9০-10617581) নিলে তার মধ্যেও 
সেটের অন্ততপক্ষে একাট বস্তু থাকবেই । এইভাবে ক্রমাগত উপঅন্তরাল নিয়ে দেখ 
যায় সেই আত ক্ষুদ্র উপ-অস্তরালের মধ্যেও সেটের অন্ততপক্ষে একট বস্তু থাকবেই । 
উপরোন্ত উদাহরণ থেকে সাধারণ ভাবে বল। যায় যে যাঁদ /, 5' সেটের সীম হয়, তাহলে 
/ কে নিয়ে যত ছোট অঞ্চল ধরা যাক না কেন, সেই অণ্টলে $ সেটের অন্ততপক্ষে 
একাট বস্তু ( ছাড়া) থাকবেই ৷ সাধারণভাবে এরূপ সংজ্ঞ৷ দেওয়ার উদ্দেশ্য এই যে 5 
সেট তে। নানারকম হতে পারে_যেমন একমান্রিক দেশের বস্তু সমূহের সেট, অথবা 
দ্বমাত্রক দেশের বন্তুসমূহের সেট, ইত্যাদ । সেটের সীমার আরও বিস্তারত আলোচন৷ 
এই অধ্যায়ে করা হবে । 


ক্রমের সীম! ঃ : 

এবার ক্রমের সীমার কথায় আস বাক। উপরোন্ত উদাহরণাঁটিতে যে সেটের 
আলোচন। কর৷ হয়েছে ত৷ প্রকৃতপক্ষে একি ক্রম, কারণ উপরোস্ত সেটটি নিম্বালাখত 
ব্লম আকারে লেখ যেতে পারে 


1 ৫% ), যেখানে ৫০) 


অর্থাং যখন %- 1, তখন 2, . 1 
যখন ॥% - 2, তখন 22 লু 
যখন %- 3 তখন ৫১ - ঠ ইত্যাঁদ । 
পূর্বেই দেখা গেছে ষে এই র্লমাটর সীমা 10, । এখন ক্রমের সীমার সংজ্ঞার জন্য 
'নিস্নীলাখত আলোচন। করা হবে । যাঁদও প্রত্যেক ব্লমই সেট (কিন্তু প্রত্যেক সেটই 
ক্রম নয় ), তথাপি ক্রম একাঁট 'বশেষ ধরণের সেট (ক্রম এক গণনীয় সেট ) বলে 
রুমের সাঁমার সংজ্ঞ। আলাদ। করে দেওয়। হয় । 
একাট ক্রমের অর্থাৎ 1 ৫% | এর সীমাবিন্দু যাঁদ / হয়, তাহলে একা ধনাত্মক সংখ্যা 


সেট ও ক্রমের সীমা অভিসারী ও অপসারী শ্রেণী ৫৭ 


€ ( যতই ছোট হোক ন৷ কেন ) ধরলে তার সংগত একি ধনাত্মক পূর্ণসংখ্যা ?% থাকবে 
যাদের দ্বার নিশ্নীলীখত অসমতাটি সিদ্ধ হবে 
| 2+2 _1 | এ) 1770, 1) 2১০ 
অর্থাৎ /-€ € 2712 এ 115, 


এই সংজ্ঞ। অনুযায়ী দেখা যায় 14%1 ৯ (3) রুমাটর সীমা :0' কিনা। এখানে 
ধর £- 0, তাহলে সংজ্ঞ। অনুযায়ী আমর! পাই 


অর্থাৎ হু ] 1+7 ১ 0,সেহেতি | 1 -ন] 
+ 651 লিহেহ 9৮৮৯ 6লেহেছ || 


অর্থাৰ 7 + ৯: 


উপরোন্ত অসমতাট 'সদ্ধ হয় যখনই 72 স্‌ 7 ] 1-$ এর মধ্য 
সবচেয়ে বেশী যতট৷ পূর্ণসংখ্য। আছে ততটা । 


তাহলে দেখ। যায় প্রতি € এর জন্য একটি ?* 1বদ্যমান, যার জন্য 
] 


১০৬৪৭৪ | এ € ) 1৮70১ 1১ 2১ ০ 
1৬41) 


এখন ধরা যাক €- ৭, তাহলে 4৬ ১” |₹1-10, অধথাঃ | 
109 € 


সীম। £0+ ; কারণ যখন €» নট, তখন 1$ ১৮ 100 এবং 


১1৮, 


] কমর 


1 ] 
০০২22922 ০১:041575 
চর 0| এ 10; ৮-৪ 

] ] 
টিনটিন রিড 1 
101 77 ্ 109 
অর্থাং 50 এ বত, কহ -0 এ হত, ইত্যাদ | 


অতএব এই €-ব্রঃ$ত এর জন্য ক্রমটির একশত বস্তু (%- 1, 2, - ৮" 100) বাদে 
বাকী সব বস্তুগুলির প্রত্যেকটি থেকে শূন্য বাদ 1দণ্ল অন্তরফল €-ব্লঠত এর চেয়ে ছোট; 
যাঁদও এ একশটি বস্তুর প্রত্যেকটির ক্ষেত্রে এরূপ অসমত। সদ্ধ হয় না, তথাঁপ ক্রমটির 
একশটি বন্তু বাদে বাকী সব বস্তুগুলর প্রত্যেকটির ক্ষেত্রে এর্প অসমত৷ ?সদ্ধ হয় । 
সেজন্য আমরা বলি এই ব্রমের সীমা “০, কারণ ক্লমের যে বন্তুগুলির ক্ষেত্রে এ অসমতা। 


অর্থ।ৎ এ 1) 0, রী রঃ 9৪ 


৫৮ | কলন-বিদ্যা 
সিদ্ধ হচ্ছে না তাদের সংখা, তে। সসীম ব৷ সান্ত এবং ক্রমের যে বন্তুগুলির ক্ষেত্রে এ 
অসমত। সিদ্ধ হচ্ছে তাদের সংখ্য। অসাম বা অনস্ত। 


আবার লক্ষ্য কর৷ উচিত € -ব্লট্তত ধরলে 1 এর মানগু'ল পারবাঁতিত হয়ে যায় ; 
কিন্তু সব সময় প্রত্যেক € এর জন্য ? বিদ্যমান এবং এই উদাহরণে দেখানো হয়েছে 


[1 


ট্াতি ] 1000 
অতএব যখন €- [তত তখ্ন ৮ |£]- ছি ]- 333; 


তাহলে সংজ্ঞা অনুযায়ী £ ] র্মটির সীঁম। শূন্য । 


উপরোন্ত আলোচনায় ব্রমের সীমার সংজ্ঞার কথা৷ বলা হয়েছে । এই অধ্যায়ে 
ক্রমের সীমার নিয়মগঁল আলোচনা কর। হবে । এখন ব্রমের সীমা নির্ধারণের সহজ 
অভ্যাসের কথা বলা হবে। ক্রমের সীম৷ নির্ধরণের সময় % কে খুব বড় ধরতে হয় । 
এই খুব বড়, আরও বড়, তার চেয়ে বড়, -* -* ধরতে ধরতে 7 এর আকার কিরূপ হয় 
তা চিন্তা করা দরকার । ॥ তো ধনাত্মক পূর্ণসংখ্যা, তাহলে % বড় হতে হতে যে রূপ 
গ্রহন করে তা চাহ'ত কর! হয় 
7 -৮+০০ (ধনাত্মক অনত্ত ) 
এখন এই ধনাত্মক অনন্তের গকছু ধর্ম নম্বরে দেওয়। হলে। 
7 -৯+:০০১7%2 -৮:4+:০০১/7 7৮৯০০ 
১৯০, 3০-৯০, 80 ইত্যাদ। 


তাহলে 1 % | ₹ ] ক্রমটির সীমা নির্ধারণের অভ্যাস নিম্নরূপ £ 


117) 27৮ হল 11) 1-0 

71-৮০৩ 7 -_৯ ০০71. 
লক্ষ্য করা উাঁচত ১ _৯ 0, কিন্তু | 170) অর্থাং এর সীমা (যখন 
7 7 -৯* ০০7 


॥ _৯ ০০) শূন্যের সমান, 'ন্তু ৮ শূন্যের কাছে পৌঁছায় । 


এইর্পে 
1177 1]. 117 1 0 
1 ০০719 £ 171 -৯ ০০ ৬/7 রর 





11) ] 1117) 
৪৯০০ 7870 ৮৯০০ 2০ ইত্যাদি । 


সেট ও ক্লমের সীমা-_-আঁভসারী ও অপসারী শ্রেণী &৯ 
অভিসারী ও অপসারী শ্রেণী 2 


মনে কর 1 ++ *৮+& +" একটি অসীম শ্রেণী । পূর্ব অধ্যায়ে বলা; 
হয়েছে এরূপ শ্রেণীর যোগফলের একটি সঠিক সংজ্ঞা না দিলে কোন অর্থ হয় না। 
এরুপ শ্রেণীর সাঁহত একটি ক্রম জাঁড়ত, যথ। 

51. ৮6439 52701. 1৫5) 55 ৮2512578585 ০ 


57৮ 27 1421 242 + ৯৩৪৮৬৯৪ 7475 ইত্যাঁদ, 
তাহলে এই আংাঁশক যোগফলের ক্লমটি 1 5 1 প্রদত্ত শ্রেণীর সাঁহত জড়িত 


এখন যাঁদ 1 5% ) ক্রমটির সীম থাকে তাহলে ৯৮৮ শ্রেণীটিকে আভসারী (0০2- 
তেল 

৮০1০1)1) বলা হয়। যে শ্রেণী আভসারী নয় তাকে সাধারণভাবে অপসারী 

(৫1%6191)0 বল৷ হয়, তবে অপসারী শ্রেণীকে দুভাগে ভাগ করা হয়, যথা- প্রকৃত 

অপসারী এবং দোলায়মান (95011196105) । অনেকে শ্রেণীকে তিনভাগে ভাগ করেন-__ 

আঁভসারাঁ, অপসারী এবং দোলায়মান । 


এখন 5%% শ্রেণীটি যাঁদ আভসারী হয়, তবে তার আংশিক যোগফলের ব্লমের 
অর্থাত 1 $% 7 এর সীম থাকবে । মনে কর 


1111) 975 ₹ 9, 
1? -৯ ০০০ 
11] (৫) 1+ 5 + ত৬০০০৬ + 4) ল 5 
7-৮৮ ০০ 
অর্থাৎ 148 114 77 1 6121 ০, (0 ০00 5 


02 


অর্থাৎ ৯ 4), - 9. 


৭51 


তাহলে দেখা গেল $$% | ক্রমটির সীমাই 2%), শ্রেণীটির যোগছল, এজন্য এর্‌প 
শ্রেণীকে আভসারী বল হয় । ৃ 


উদ্দাহরণ গহসাবে 'নম্বীলাখত শ্রেণীটি ধরা যাক । 
সান" চা, 
71077 1) 
৮ এ 
|| | 
তি 41 এ 12 জল | ঠ 


9 কলন-বদ্যা 


1 1 ] 

িশানশ্ঠ 

1 _ 1 _ 1 

৪স্তনস্ত 7 
1] _] _ 1 








যোগ করে পাওয়া যায় 
5 ৮2041184872 +4/৮ ৮5 1] -- 
এখন 1117) 9০ ০ 117) (1 ] 
72 -7৮০০ 7 7৯ ০০ 717+1] 


যেহেতু ৩ -৯ ০0, ষখন 7 -৯ ০০ 
7711 


60 


টিয স] অর্থাৎ শ্রেণীটি আভসারী ৷ 
71074 4 1) 


47 2. 
আবার, 1+1+ 1 + 1 + -"শ্রেণীটির আধাশক যোগফলের ক্রম 1,2, 354,775. 
অর্থাৎ ও), 7 | এ 

এখন যেহেতু 110 97,» 1100 7 ০০, এই শ্রের্ণীটি আভসারী নয় । 


12 ৯০০2 17 ৮৩০০ 
আবার 1-_11+1-17+1- 17 শ্রেণীটির আংাঁশক ষোগফলের 
কম 1১0, 1১০0১ 1১ 0১ "১, 
এখানে $০% 70 এবং 58%-5 7] 
তাহলে 117) 5257-70 এবং 1117) 4৮1 


7 -৮৮৩০০ 7 7৯ ৩ 
অর্থাং আধাঁশক যোগফলের ব্লমের সীমা 0 এবং 1]; অতএব প্রদত্ত শ্রেণীটি আভসারী 
নয়, এর্প শ্রেণীটিকে দোলায়মান শ্রেণী (99011198178 61155) বলা হয় । 


3.02 জেটের লীম। 

প্রাথথীমক মন্তব্যে বলা হয়েছে যে 5 সেটের যাঁদ ? সীমা (11771) হয়, তাহলে / কে 
[নিয়ে যত ছোট অণুল (061817091০০) ধর। যাক না৷ কেন, সেই অঞ্চলে 5' সেটের 
অন্ততপক্ষে একাট বস্তু (? ছাড়া ) থাকবেই । এই সংজ্ঞ৷ থেকে দেখা যায় যে $' সেটের 
যাঁদ ! সীমা হয়, তাহলে !? কে নিয়ে ষে কোন অণ্তলে 5' সেটের (1! ছাড়া ) অনস্ত বন্তু 


সেট ও ব্রমের সীমা_ আভসারী ও অপসারী শ্রেণী ৬১ 


থাকবেই ; কারণ সংজ্ঞায় ষে কোন অঞ্চল নিয়ে তার চেয়ে যাঁদ একাঁট ছোট অঞ্চল ধরা 
হয় (অর্থাং এই ছোট অঞ্চল পৃরোন্ত অণলের যাঁদ উপ-অঞ্চল হয়) তবে সংজ্ঞা 
অনুযায়ী এই ছোট অঞ্চলেও $' সেটের (/ ছাড়া ) অন্তত পক্ষে একটি বস্তু থাকবেই 
এবং এইভাবে ক্লমাগত ছোট উপ-অগ্চল নিয়ে আমর প্রত্যেকটি অঞ্চলে 5' সেটের অন্তত, 
পক্ষে একটি বস্তু পাই। 


একমান্রিক দেশের বন্তুসমূহের যে কোন সেটের (5 এর) সীম। যাঁদ ? হয়, তবে 
/ এর একাঁট ছোট অঞ্চল বলতে বুঝায় (1-€, 1+€), যেখানে € পূর্বানাদি্ট যে কোন 
ধনাত্মক সংখ্যা যত ছোট হউক ন। কেন, ? এর এই অণ্ল থেকে / কে বাদ দিলে যে 
অণ্চল পাওয়া যায় সেই অণুলে 5 সেটের অন্ততপক্ষে একাঁট বস্তু % থাকবেই অর্থাৎ 
(1) 0 € 19%-41 এ ৪,2৪5. 
একমান্রক দেশের :5 সেটের সীমা ! হলে আমরা (1) অসমতা সাহায্যে সীমাকে 
লখতে পার । » এর এই অস্তিত্ব আমর। অন্য সঙ্কেত চিহ্ের সাহায্যে লিখতে, 
পার । যেমন- 
(2) 25 41 (/ 5), ৪ 5 এবং 1 (455) -5(/-6১/1€) 
॥' মুস্ত অন্তরালে / বাদে সব সংখ্যা নির্দেশ করে। 
মন্তব্য 2 (1) একাট সেটে একটির বেশী সীমা থাকতে পারে । যেমন মনে কর! 
1] 2] 314 11517.... 
» নু” তত তু? বু কু 88621 ] 
এখানে 5' সেটের নিম্ালাখত বস্তুগ্াল 


গন 


লক্ষ্য করলে দেখা যায় উহাদের সীমা ৭0 । আবার $ সেটের বাকী বন্তুগ'ল 
2 34১ 
456, 
লক্ষ্য করলে দেখ যায় উহাদের সীম। “1? ; অতএব $' সেটের দুইটি সীমা, যথা 0. 
এবং 11 
(11) সেটের সীম ব। সীমাগুল সেটের বস্তু হতে পারে ব। নাও হতে পারে । 
(011) সান্ত (91009) সেটের সীম। নাই । 
(1) সেটের বন্তুগুলির সংখ্যা অনন্ত হলে সীম। থাকতে পারে বা নাও থাকতে 
পারে! যেমন 11৯ 2, 3, "*] সেটের সীম। নেই । 


রি কলন-বিদ্যা 


সেটের সীম। সম্পর্কে নিম্নলিখিত উপপাদ্য বিশেষ প্রয়োজনীয় £ 
বোলজানো-ভ্যারসন্্রীস উপপান্ £ 

প্রত্যেক অনন্ত সপ্রান্ত সেটের অন্ততপক্ষে একটি সীম! থাকবেই । 
উপরোন্ত উপপাদ্য কলনাবদ্যায় বা বাস্তব সংখ্যার বিদ্যায় (7২6৪1 20819515) বিশেষ 
গুরুত্বপূর্ণ । কিন্তু এই উপপাদ্যের প্রমাণ বর্তমান পুস্তকের পাঁরাধির মধ্যে আসে না বলে 
প্রমাণ দেওয়। হলে না, শুধুমাত্র উদাহরণ সাহায্যে বুঝানো হলো। 

মনে কর $- 11, 2, 3, "1; এই সেটটির গাঁরষ্ট নিম্প্রান্ত 1, কিন্তু লাঘষ্$ 
উচ্চ প্রান্ত নেই, অতএব সেটটি অনন্ত কিন্তু সপ্রান্ত নয়। তাই এই সেটটির ক্ষেত্রে 
উপরোন্ত উপপাদ্য প্রয়োগ করা যায় না। প্রকৃতপক্ষে আমরা জান এই সেটের 
সীম নেই । 


আবার মনে কর 5-$1১ 2, ঠ, -1 7; এই সেটটি সপ্রান্ত, কারণ 0 € 5হু 1, 
$€ $; এখানে বোলজানো-ভ্যায়স্ত্রীস উপপাদ্য অনুসারে 5 এর অন্ততপক্ষে একটি 
'সীম। থাকবেই । প্রকৃতপক্ষে আমর! জান এই সেটের সীমা ০ (শূন্য )। 


3.03 ক্রমের সীমা 
প্রাথামক মন্তব্যে কমের সীমার সংজ্ঞা অনুযায়ী দেখা যায় 197] রুমের সীমা যদি 
1 হয়, তাহলে 
| 945 -| এ ৪7 -0, 15 2, 


প্রীত € এর জন্য একটি ধনাত্মক পূর্ণসংখ্যা 7 এর আন্তত্ব থাকবে এবং এই € এর 
মানের পাঁরবর্তনের সঙ্গে সঙ্গে ?$ এর মানও পঁরিবাঁতিত হবে । যখন 19) ক্রমের 
একাঁট সীমা থাকে তখন 1, ক্মকে আমরা অভিসারী ক্রম (০010518০101 
5501001)09) বাল । প্রয়োগের ক্ষেত্রে এই সংজ্ঞা তখনই সুবধাজনক যখন (%1 
ক্রমের সীমা ! জানা থাকে ; কিন্তু যখন 12,) ব্রমটি আভসারী নয় অর্থাং যখন / এর 
'আস্তিত্ব থাকে ন! তখন উপরোস্ত সংজ্ঞা কোন কাজে লাগে না। সেজন্য অনেক সময় 
আঁভসারী ক্রমের সংজ্ক নিম্ন লীখতভাবে দেওয়। হয় । 


একটি ক্রম 12%] কে আঁভসারী বল৷ হবে যাঁদ প্রাত € এর জন্য একাঁটি ধনাত্মক 
'পূর্ণসংখ্যা। ? থাকে যাদের দ্বার। 'নিম্নালাখত অসমতা 1সদ্ধ হয় 
| 21+-0) | 57 7715 25 3 2 


অর্থাধ 774-€ € 274+5 এ 2776) 7719 2, 3 ০ 


সেট ও ক্রমের সীমা-_আভিসারী ও অপসারী শ্রেণী ৬৩ 


&+1- 7৫ ধরলে আমর। পাই 
| 274-27%/ | 5) 71 ১৯ 
লক্ষ্য কর! যায় যাঁদ 14-44 হয়, তাহলে | 214 -৫% | 70 € « অর্থাং অসমতাটি 
নিজেই 'সদ্ধ। সেজন্য আভসারী ব্লমের অসমতা সর্তটি লেখ হয় 
| 275 -_ 27 | €€ 57; 17-0, 15 2, 3 

বা | 714৫-2%1 € ৪3 142 4. 
আঁভসারী ক্রমের উপরোক্ত সংজ্ঞ। 'বখ্যাত গাঁণাতিক কাঁসর (0৪800119) দেওয়া । 
এই সংজ্ঞার সুবিধা এই যে 19,1 ক্রমটি আঁভসারী হোক ব। না হোক, সব সময়ই 
এই সংজ্ঞা প্রয়োগ কর৷ যায় । 

মন্তব্য £$ (১) পাঠকগণের যখন ক্রমের সীমার সংজ্ঞ। এবং আঁভসারী ব্লমের 
সংজ্া সশ্র্ণ আয়ত্ব হযে যাবে তখন বোধ হয় সংজ্ঞায় 1, 74 এই বড় হরফগ্ুীল 
ব্যবহার না করে 7, 7! এই ছোট হরফগুলি ব্যবহার করলে কোন অসুবিধা হবে না । 
তাই এই সব সংজ্ঞার পরবতাঁ আলোচনায় ছোট হরফগুল ব্যবহার কর! হবে। 

(২) বাস্তব সংখ্যার আভসারী ক্রমের ক্ষেত্রে কসি (08017) সর্তটি সিদ্ধ হবে 
এবং বিপরীতভাবে যে ব্রমের ক্ষেত্রে কাঁস সর্তটি 'সদ্ধ হয় সেই ক্রমটি আভসারী। 
এজন্য এর্‌প র্মকে কাঁস-ক্রম (08001) 5600161100) বা মুখ্য ক্রম (10170810101702] 
$80091)06) বলে । 


উদ্ণাহরণ 2 দেখাও যে (5) ক্রমটি আভিসারী । 


উত্তর £ প্রাথমিক মন্তব্যে আমরা ক্লমের সীমার সংজ্ঞ৷ প্রয়োগ করে দেখোঁছ 


(৮) র্লমটির সীমা শূন্য (0)। যেহেতু এই ক্লমটির সীমা একটি সসীম সংখ্যা, 


সেহেতু (8) রুমটি আভসারী । আবার রুমির সীমা শূন্য ন। ধরে সাধারণভাবে 


ক্রমটি আঁভসারী কিনা আলোচনা করা যেতে পারে । এই আলোচনাকালে আমাদের 
আভসারী ক্রমের কাঁসর সংজ্ঞা ব। নীত প্রয়োগ করতে হবে। 
প্রকৃতপক্ষে আমর। দোঁখ 


] 1] 2 1 
2%1+%76%775777 | ০:0815 ভু 


০ 


70777) 


৬৪ কলন-াবদ্যা 
| 278 +1) 2) 2), | ৮ পেশা +) 
তাহলে ব্রমটি আভসারী হবে যাঁদ নিশ্রলাখত কাস সর্তাট সিদ্ধ হয় 2 


| 2/+% - ৫% | নত €) 17- 0, 1, 2, হি 


ঝ। 2 
71077 41) 

বব 1(11777)১ 1 

1 € 

725. 1] 

বা %॥+0১ ৩ 
175 


আবার উপরোন্ত অসমতাি সিদ্ধ হবে যাঁদ & ৯ ₹ হয় (17 যাই হোক না কেন) 
অর্থাং /-1 |] হলে কাঁস সর্ভাট সিদ্ধ হবে । সুতরাং প্রাত « এর জন্য % এর 


আস্তত্ব বিদ্যমান (71-[1/5]+1) বার দ্বারা কাঁস সর্তাট সিদ্ধ। অতএব ঃ) 
ক্রমাট আঁভসারী । 


উদ্দাহরণ 5 দেখাও যে (%) ক্রমাট আভসারী নয় । 
উত্তর 2 এখানে ৫,-7% তাহলে ৫+০ _ ০%-৮+1-/-7 
| ০৮+০-% | 77; 20, 15 25 ৮ 
এখন 17) ক্রমাট আভসারী হতে হলে | ৫+০ -2% | «€:€ হতে হবে (€ ষত ছোট 
ধনাত্মক সংখ্যা হোক না কেন এবং 070, 1, 2, *৮)। কিন্তু | ০7+2 _2% 
»০) এ € ; যেহেতু কাঁস সতাঁট সিদ্ধ হচ্ছে না, সেহেতু 1] ক্রমাটি আভসারাী নয় । 
মন্তব্য ং লক্ষ্য করা যায় 1117) ০%-|1যা। 77০০; যেহেতু ক্রমটির 


11--৯০৮০ 11--৯০*০ 

সীমা একাঁট সসীম সংখ্য। নয়, সেহেতু ক্রমাট আভসারী নয় । 
একাট ক্রম যখন আঁভসারী হয় ন৷ তখন তার 'বাভম্ন ধর্ম দেখ যায় । যেমন (7) 
ক্রমাটি আভসারী নয়, ক্রমাটর সীমা নির্ধারণ করতে গিয়ে দেখ। যায় ব্রমের বস্তুগল বাড়তে 
বাড়তে কোন সসীম সংখ্যার কাছে পৌছায় না অর্থাৎ -ক্রুমাটি উচ্চ (বা ভান) সপ্রান্ত 
নয়; এরুপ ক্রমকে আমরা ধনাত্মক অপসারী (১০510%৩15 ৫1৩75506) ক্রম 
বাঁল। আবার 1 -%| ক্রমাটও আভসারী নয়, ক্লমাটর বন্ধুগুলি কমতে কমতে কোন 
সসীম সংখ্যার কাছে পৌছায় না অর্থাৎ ক্রমাট "নম্র (বা বাম) সপ্রান্ত নয়; এরুপ 
ক্রমকে আমরা খণাত্মক অপসারী 0৩৪০৪0৬৩1 ৫/%৩:8510 ক্রম বাল। পুনরায় 


সেট ও রুমের সীমা--আভসারী ও অপসারী শ্রেণী ৬৫ 


1 677%) র্মটি আভসারী নয, কারণ 


711 





1117 (-1)%7 2 1107 (--:1)% ] চিযির 
72 -৮০০7-471] 7 -7৯ ৩৩ ]+ টা রর 

£ 
অর্থাৎ ক্রমটির সীমা দুটি সসীম সংখ্যা +1 এবং -13 এক্ষেত্রে ব্রমটিকে আমর! 
সসীম দ্বোলায়মান ক্রম (01515 09501119006 5০00610০০) বাঁল। 
আবার 1 (-1)%7 ] ক্রমটি আভসারী তো নয়, প্রকৃত অপসারীও নয়, কারণ 


117) (-1)%7- 32০০3 এর্প ক্রমকে আমরা অসীম দোলায়সমান ক্রম 


17 ৯ ৩০০ 


(1021116515 05০11190175 5200161009) বাল । শেষোন্ত উদাহরণ দুইটির বিশেষত্ব 
এই ষে প্রথম ক্রমটি সপ্রান্ত অথচ আঁভসারী নয়, এবং 'দ্বতীয় ক্রমটি সপ্রান্ত নয় অথচ 
অপসারী নয় । 


মন্তব্য 2 প্রত্যেক অভসারী ক্রম সপ্রান্ত। 


3.04 মুক্ত সেট এবং বন্ধ সেট 

মনে কর ,5 একটি সেট এবং 5" সেটটি ,5' সেটের সকল সীমার সেট । এখন 
যাঁদ 5" 2 5 হয়, তাহলে আমরা 5' সেটকে একটি বন্ধ সেট (০19560 591) বলি । 
এমনাঁক যাঁদ 5-% € শূন্য সেট ) হয়, তাহলেও % 05, অতএব এক্ষেত্রে আমরা 
9 সেটকে বদ্ধ সেট বলব । 


উদ্দাহুরণ ঃ 

(1) মনে কর 5৮11) ঠঃ ঠ+ ৮), তাহলে €»101 এবং 0$ 57, 
অতএব $' সেটটি বদ্ধ নয়। 

(1) যাঁদ £ এবং & দুইটি বাস্তব সংখ্য। হয় এবং $- (৫, &), তাহলে 
571 2,5]; এখন যেহেতু এ 5] ৫ (৫, &)১ 5 সেটটি বদ্ধ নয় । 

(811) যাঁদ 5০৮4, & 1], তাহলে $+-[ 4, & ]) এখন যেহেতু 5.5" 
অতএব 5 025 এবং 5৬ 0 ৬ 

যখন এক্ষেত্রে 15" 005, আমরা ,5 সেটকে বদ্ধ বলতে পার । 


সওজ্ঞা 8 মনে কর %€$; এখন যাঁদ এমন একটি মুস্ত অস্তরাল €€, 8) 
থাকে ষাতে ৮ € (০১9) হয় এবং (১19) ৩ 5 হয়, তাহলে % 'বিন্দুকে €' সেটের 
ে 


৬৬ কলন-াবদ্যা 


জন্তঃ বিন্দু (07051072০16) বল। হয়। একটি সেট ও এর যাঁদ সব বন্তুগুলি 
(বা বিনদুগুলি ) অস্তঃাবন্দু হয় তবে $' সেটকে আমরা যুক্ত সেট (0150 990 বলি। 

উদ্বাহরণ £ 

প্রত্যেক মুস্ত অন্তরাল (৫, ০) একটি মুস্ত সেট ; কারণ এই মুস্ত অন্তরালের একটি 
বিন্দু %নলে দেখা যায় এ এ এ, অতএব সবসময় একটি মুস্ত অন্তরাল 
(58) পাওয়া যাবে যাতে (৯9) ০ (৫, &) এবং ০ € (€+19)। কিস্তু সেটাট 
যাঁদ বন্ধ অন্তরাল [ ৫, ৮] হয় ; তাহলে সেট মুস্ত সেট নয়, কারণ সেটের দুই 
প্রান্তে যে বিন্দু দুইটি (যথা ৫ এবং & ) আছে তারা অন্তীবন্দু নয় । 


3.05 ক্রমের সীম! নির্ধারণের নিয়ম 
ক্রমের সীম। 'নর্ধারণের 1নয়মগুি প্রয়োগের ক্ষেত্রে খুবই প্রয়োজনীয় । 


নিয়মগুলি নিশ্ররূপ 
(1) 11] (27, 32 ০৯): 1111 7) 7 11] £)।, 
70 ৮ ০০ 11 ৯ ০০ 71 -৯ ০০ 
(2) রি রি (9৮ * &%) _ এ এ» | ও রি $] 
দি কির 
11] ৮ 0 
11 -৯৮০০ 


(4) যাঁদ ০, € £%, তবে 110) .. ০% হু 11] %, 


1 ৯ ৩০ £॥ 2 ৩০৩ 


(5) যাঁদ ৫, ১৯ &,, তবে 1] এ+ ১৯ |) %» 


1 7টি ০০ 17 ৯ ০০ 
(9) 117) 27 ৮৮ 1110 0%-3 27 ]1]) শি 
7 -৯ ০৩ পি --৮ ০৩ 7 -৯৮০০ 


উপরোন্ত নিয়মগ্ীলর ক্ষেত্রে অবশ্য যেখানে যেখানে সীমার চিহু দেওয়৷ হয়েছে সেই 
সীমাগুল বিদ্যমান থাকবে । পাঠকদের নিয়মগুলির প্রমাণ অভ্যাস করা. ভাল। 
যেমন যাঁদ প্রথম নিয়মাট প্রমাণ করতে বলা হয়, তবে আমরা নিম্নালখিতভাবে 
আলোচন। করতে পারি £' 

যাঁদ 1) 21 এবং |) ৯৮০7 হয়, তবে সংজ্ঞা 


7৯০০ 11 7৯০০ 


সেট ও ক্রমের সীমা-আঁভিসারী ও অপসারী শ্রেণী ৬৭ 


অনুসারে প্রাত €/2 এর জন্য (এখানে € এর বদলে €/2 ধরলে প্রমাণের শেষের 
দিকে অসমতাঁট € এ লেখার সুবিধা হয়, যেহেতু € অবাধ ৪7101) সেহেতু €/2 
ধরলে 1কছু ক্ষাত হয় না) দুঁট ধনাত্মক পর্ণসংখ্য। %5 এবং %5 থাকবে যাদের দ্বারা 
নিম্নীলীখত অসমতাগুল ীসদ্ধ হবে । 
| ৫৮-41 এ /2, যখন ৮ ০৮ %8 

এবং | ৮/-77% | এ /2, যখন ৮ ১১ %5 
এখন যাঁদ এমন একটি ধনাত্মক পূর্ণসংখ্য। ॥ কপ্পন৷ কাঁর যা %; এবং %এ থেকে বড় 
€ অথবা %॥ এবং 7৪ এর মধ্যে যোঁট বড় তার সমান ), তাহলে যখন ৮ ১ ॥% তখন 
আমরা পাই 

| (৫৮+9৮)- (6+ 171) | 1০৮711711৮৮ 777 | 

€:€/2 4 €/2 ৮ € 


(1. 17912 1%17191) 
11]: (0% 7 0%) ৮5 17177275110 27111] 67. 
7?-৮০৩০ 7৮০০ 72--৯৩০০৯ 


মন্তব্য £ নিয়মটি দুটির বেশী রূমগুলির ক্ষেত্রে প্রযোজ্য, কারণ 


111) (০০ + 8০1 ০৮) -ত 11] 10৫5 + 2৮) + 0৮1 
71-7৯৩ 72-7৯৩০৮০ 


মু 11]: (077 0%) 41 11] ::0% 
12 ০০ 71৮ ০০১ 


ম্ 10] 298 + 110 0% 1111 09 


77৮০০ 7৮ ৩*১ 7--7৯০০ 
ইত্যাঁদ । 
উদ্দাহুরণ £ 
ৃ 7 1100] 
1. 111) 7. 2110) 7 71- ৯০০ 
2-১০০71+1177০০114+ 1 7 7) |1+8) 
7108777০০87 
৫. ] ( 117) ০7০০, ৮ 
] 7-৯৩০০ 
1110) 1711) 7 
7 --৮ ৩০ 72-7৮৩৩ 
] . ] 
১... ১» | 270 
1+9 | ১০০7 | 


শু 


৬৮ 





কলন-াবদ্য 
3 
2. 1 ৮০471317271 
77৯০০ 57৫24471111 7১০০ 5,175 
5+7+ 75 
3, রা (১7171 5/2) 
7--৯৩০০ 
স্প 1111) (৫২/71/7100 ১7117 ২/7) 
রি তিনি ২7741 11 ১/% 
মত |] 


1] _0 
77৯০০ ২/771 11 5/% 
4. যাঁদ ৫, 75 %/%, তাহলে আমরা লিখতে পার 
০% 1 424, 


€7% ১ 9 
এখন 77 (29) 7. (1 + 6) 


মল ]+710%7 চি 1) (9%)৯ 4+ ০ এ (%,)" 





7107 -1)) এ & 
৯ 2 1 £% 


0 এ &, বেন 
7-] 


1177 0 117 ৮ হু 170 





2 
72-৮৩০০ 77--৯০০ 7--৯০ 7-_1 
কিন্তু 117 0০0 এবং 11] 
7- ৯০০ 


7- ৯০৩ ২/7-০ 


0 ২ 11] 9% € 0 


711--৯০০ 


সুতরাং 1110) ৮৮-0 

12--৯০০০ 
110] 27-৮111] (1 +0%)77111) 17117) 077 ] 
7৮ ০৩ 7--৯০ 7৯৩৩ 


7 ৮ ০০০০ 
সুতরাং ₹//-৮1, যখন 7%-_৯০০ 

















(সেট ও ব্রনের সীমা-আঁভসারী ও অপসারী শ্রেণী ৬৯ 
] ] 
সান নর 
5. যাঁদ ৮৮. +দ্রেহ (2%)9” তাহলে আমর পাই 
] ] ] ] ] 
হী সত 2 উহ টি এ লিডিরী 7 রত 
(27)2 (272) (27) 2৮৮10857057 (27): 
(74 1) সংখ্যক 
এব১+75০ক ক 
7 
(%+ 1) সংখ্যক 
71] 711] 
অর্থা (55 এ 8% এ তি 
+] 7141 
এবং চি ধ্ 
মনে কর ৫ - রি )ঃ বং ০৮ 7 
2% এ 2% এ 2 
তাহলে 117) 2% হু 110 9% এ 110) ০9 
7-7৮৩০৩ ?-৮৩০০ 7--7৮৩০ 
1 +] 
কিন্তু 10) ০৮-]1। 711 11007 750 
72--৯০১০ 7 -৮০৩ 471 2 7 -৮৩০৩ 4 
] ] 
এবং 1100 0৮৮11707711 71107 7480 
7- ৯০০ 71--৮০০ 75 7-৯০০ এ 
0 111) &% 9 
712-7০৩ 
সুতরাং 1171  ৮%- 0 
72 -৮০০ 
অর্থাং ++. 1. নিত যখন 7 --০০ 
7৭ (77 1)2 (27) 


3.06 ক্রমের সীমার কয়েকটি উপপাস্ভ 


উপপান্ভ ॥. 
না। 


অভিসারী ক্রমের একটির বেশী সীমা! থাকতে পারে 


গাজা £ যাঁদ সম্ভব হয়, মনে করা যাক 19%) ক্রমের দুটি সীমা ? ও ?' আছে 


যেখানে £ ₹ £ত 


যেহেতু £ 7 /51-1" 7520 


অতএব মনে কর | ?1-1 | ০. 


৭০ কলন-বিদঃ 
এখন ধর € «6. 
যেহেতু 1 2% | ক্রমের ! এবং ?' দু'টি সীমা, অতএব প্রাত €12 এর জন্য 
একটি ধনাত্মক পূর্ণসংখ্যা % আছে যাদের দ্বারা নিশ্নীলাখত অসমতাগুল সিদ্ধ £ 
| £-2%+5 |] ৫ 5/2, | 17 9%+5 | 612 7 770, 1, 2, 
এখন ৪. | /-4 |» | 0/0-2%+9) - (1 -2%+5) | 
ও | /£-7%+5% | + 1117 9%+5 | 
“51241 6/2 - €, 
িস্তু ইহা অসপ্তব, কারণ পূর্বেই ধরা হয়েছে 6 ৯ «. এই অসন্তব পাঁরণাঁতির কারণ 
আমাদের (€ ০% | ক্রমের দু'টি বাভন্ন সীমা ধরা হয়েছে । অতএব 1 % । ক্রমের দু'টি 
'বাভন্ন সীমা থাকতে পারে না। 


মন্তব্য । সেটের দু'টি 'বাভন্ন সীম! থাকতে পারে, কন্তু আভসারী র্ূমের দু'টি 
বাভন্ন সীম। থাকতে পারে ন।। 


উপপাদ্ভ 2. যাঁদ একটি একাঁদষ্ট আরোহী এবং উচ্চ সপ্রান্ত ব্রমের (1 %) এর), 
লাঁঘষ্ট উচ্চ প্রান্ত (| হয় তবে 1 ৫% | ব্লমের সীমা () হবে। 


প্রমাণ 2 যেহেতু !,) রুমের লাঘষ্ট উচ্চ প্রান্ত (], সেহেতু প্রাত « এর জন্য, 
ক্রমের একটি বস্তু ৫, এমন আছে যাতে 
ূ [| -€ এ 2) 
0 হু 0) -2% € £ 
পুনরায় 1 ৫% | ক্রমাট একাঁদষ্ট আরোহী, অতএব আমরা পাই 
2%+7 ০৯ 2% ) 17-৮0১ 15 25. 
সুতরাং 0] -৮+5 এ 0) ৫ 
কিন্তু (0) -৫% € € 
9 শু 0৩ +07+2 ৫6 
অর্থাৎ | () -2%+9 | € € :7-0, 1১ 2, "তত 
সীমার সংজ্। থেকে স্পষ্টতই পাই 


|] ০%- 0). 
7৯৩০০ 


উপপাস্ভ 3. যাঁদ একটি একদিষ্ট অবরোহী এবং নিশ্্ সপ্রান্ত ক্রমের (14৮) এর) 
গাঁরষ্ঠ নিশ্নপ্রান্ত 1, হয়, তবে 1 4% | ব্রমের সীমা 1, হবে। 


সেট ও ক্রমের সীমা--আঁভসারী ও অপসারী শ্রেণী 3১ 
প্রমাণ $ উপপাদ্য 2 এর মত। 


মন্তব্য 0) উপরোন্ত উপপাদ্য দু'টি খুবই প্রয়োজনীয়, কারণ একাঁদষ্ট কমের 
আঁভসারী ধর্ম পরীক্ষার জন্য উহা। উচ্চ সপ্রান্ত ব৷ নিম্ন সপ্রান্ত দেখতে হবে। অর্থাৎ 
প্রয়োগের ক্ষেত্রে যাঁদ কোন ক্রম একাঁদষ্ট হয় তাহলে উপরোন্ত উপপাদ্য দু'টির সাহায্যে 
ক্রমাট আভসারী কিনা আলোচন৷ কর৷ যেতে পারে । 

(1) উদাহরণ হিসাবে 171 ব্রমাট লে দেখা যায় ক্রমাট একাঁদষ্টী আরোহী, 
কন্তু ক্লমাট উচ্চ সপ্রান্ত নয়। 171 ক্রমাট আভসারী নয়, ইহার একমান্র কারণ যে 
ক্রমাঁট উচ্চ সপ্রান্ত নয় (অর্থাৎ উপপাদ্য 2 এর সত ক্রমাঁটতে খাটে না)। 


উদ্দাহরণ £__ 


] ই ক্লমটি একাঁদষ্ট আরোহী, কারণ যাঁদ ?- ৮ হয় তবে 





+] 
বির মরার 2 রে 
লি রতি 2721 
1 
8, 
(7717 1)07% 72) 
অর্থাং 27 «০ 2)৮+3. রি 11 লুল ], ঠা ৬৬০৩৪৬৩ 
পুনরায় 7741; ডা 
71 
টি 
সি 


অর্থাৎ ক্রমটির ক্ষেত্রে ৫1 এবং প্রাত ৯০ এর জন্য একটি ধনাত্মক পূর্ণ সংখ্যা 
7; এমন আছে যাতে 1 _- ৪৮ দ্ধ হয়। সুতরাং ক্রমটিপ লাঘষ্ট উচ্চ প্রান্তক 


বন্দু 0-1. অতএব উপপাদ্য 2 এর অনুসারে 117) ৮১৮1 


71 ০০ 1 


2. (৮5) ক্রমটি একাঁদষ্ট অবরোহী এবং ক্রমটির গাঁরঞ্ট 'নম্প্রাস্তক বন্দু 


7,.1 ; অতএব উপপাদ্য 3 অনুসারে 110 ৪:০1, 
717-৯০ 


3, ৮) ক্রমটি একাদিষ্ট অবরোহী এবং ক্রমটির গারষ্ নিম্ন প্রাস্তক বন্দু 


1৮0; অতএব উপপাদ্য 3 অনুসারে 1170 ৮০0 


71-7৯০০ 


৭২ কলন-বদ্য। 


বিশেব উদাহরণ £-_যাঁদ ০,-(1+4)” হয়, তবে প্রমাণ কর 1৫%) ক্লমটি 
আভসারী । 
সমাধান $-_ 


সমাধানের প্রথম ধাপ £- প্রথমে 127] ক্লমটি একাঁদষ্ট কিনা আলোচনা 
করা হবে। যেহেতু % একটি ধনাত্মক পূর্ণ সংখ্যা, 'দ্বপদ উপপাদ্য অনুসারে পাই. 


০৮৮(1+0-15% 8 ৯৮ 1) 7 +701-1)01-2).1 ১১785 
2 ! 3! 75 717 


-1+1+2101-8)+8 দিনে )01-5)+৮ 
+711৮5115 


7 এর পাঁরবর্তে £%+ 1 লিখলে পাওয়। যায় 
এ 1 _ ] 1 _. 3 2 
942 1+1+5701 4310 8711 | ৪7)+ 


_ 27/81-18-.. . 
+১( বা এনা রা ঞ 7; + 1 7077)দ 
এখন % এবং 2%+ পদদুটির বিস্তাতর তুলনা করলে সহজেই নিম্নীলখিত অসমতাগুল 
লক্ষ্য করা যায় 


] 1 2 
] ধরি ] গু বস (আস আপ 
শা ১১৮ সি ] টা ১ | , ইত্যাদ। 


আঁধকন্তু ৫%+: এর 'বস্তীতির একটি বেশী পদ আছে (যথা৷ শেষ পদ ) এবং এ 
পদ ধনাত্মক । 

সুতরাং 27,1-1 7৮27 5 77 1, 2 চির 

অর্থাং 1%) ব্রমটি একাঁদষ্ট আরোহী । 


সমাধানের দ্বিভীয় ধাপ £ যেহেতু 19, ক্লমটি একাঁদষ্ট আরোহী, এখন 
দেখতে হবে উহ। উচ্চ সপ্রান্ত কিনা । 


৮০/৯০15(17205(101012), 


780৮0027717 


সেট ও ক্লমের সীমা-_-অভিসারী ও অপসারী শ্রেণী ৭৩ 


ঠ | 
২ এদবি1+1+হী, 1+না1.1+- :+01 11... 


1 ] ] 
তর] 4 147 2 
+527137 7 7 1! 


এখন 3 !.২ 1.2.3১৯]1.2.2 5 22 


1] . 1 
টন 
41. 7 1,2.3.4১১1.2.2.2 ল25 
এ ] 
1 
অনুরূপভাবে লি 
ৃ ] 







21711 -5-+ ৯ ++ 
তাহলে নন তি 





] 7% 
14 150). ৮০ 3- ) 43 


অর্থাং $8%1 ক্রমটি উচ্চ সপ্রান্ত | 


সমাধানের তৃতীয় ধাপ ঃ যেহেতু 19) রূমটি একাঁদষ্ট আরোহী এবং 
উচ্চ সপ্রান্ত, সেহেতু 19%] ক্রমরটটির একাঁটি লাখষ্ট উচ্চ প্রাস্তিক রি আছে এবং 


উপপাদ্য 2 প্রয়োগ করা যেতে পারে । 
যাঁদ 19 ক্রমাটর লাঁঘষ্ট উচ্চ প্রান্তিক বিন্দু 0 হয়, তবে 11 ৫%-0 
7-০০ 


অর্থাং ক্লমাট আভসারাী । 
মন্তব্য ৫ (1) উপরোন্ত আলোচনা থেকে সহজেই পাওয়। যায় 
2% «এ 3 এবং ০% ১ 2 
2 «৪25% € 3 


এখন 11] 2 হু 11] 28 হু 11 3 
ও 77-৯০০ 


7৯০০ 7--৯৩০ 


৭৪ কলনশাবদ্যা 
অর্থাথ 2 € 110) ৫ হু 3. 


7--৯০৩ 
প্রকৃতপক্ষে (৯) ব্রমটির সীমা 2:7182818.:...- ; এই সীমাটি একটি 'ইরর্যাসানাল' 
(10860191081) সংখ্যা ; এই সীমাটি গাঁণতশাস্ত্রে 4” দ্বারা সৃঁচিত হয়। 
117) 1+3 ভা 
515 
(1) উপরোস্ত ক্রমটির সমস্ত পদগুল 'র্যাসানাল' (7800191) সংখ্যা ; কিন্তু 
ক্রমটির সীমা একটি “ইরর্যাসানাল' (180101791) সংখ্যা । এই উদাহরণ সহজেই 
বুঝয়ে দেয় যে সকল 'র্যাসানাল* 02010121) সংখ্যার ব্রমের সীম। 'র্যাসানাল? 
(72001091) নয়_ ইহাই ক্যাণ্টরের তত্বের মূল কথ । 


উপপাছ্ভ 4 ( ক্যাপ্টরের অন্তরাল-উপপাদ্য ) 

যাঁদ একটি বদ্ধ অন্তরালের ক্রম 1[9%, ৮৪]) এমন হয় যে প্রাতটি অন্তরাল 
(প্রথমটি বাদে ) তার পূর্ববর্তী অন্তরালের মধ্যে থাকে এবং ক্লমের অন্তরালের দের্ধ্যগল 
কমতে কমতে শূন্যের কাছে পৌছায়, তবে একটি ও কেবলমাত্র একাঁট সংখ্য * থাকবে 
যা প্রাতাট অন্তরালের মধ্যে অবাস্থত এবং 


117) 227 ]1]) 69৮ ৮, 
7? 7৮০০ ৮71৯ ০ 


(উপরোন্ত উপপাদ্যটি কলন ববদ্যার খুবই প্রয়োজনীয় । উপপাদ্যাট ব্লমের 
উপপাদ্য 2 এবং 3 এর প্রয়োগের একাঁট বিশেষ ফল) 


গ্রমাগ 2 
উপপাদে!র প্রকপ্প অনুযায়ী আমর পাই 


2? শু 27145 (7 59৯ যি টি 12719 2, ৮৩০ 


091 02 ৪ ৮৩ ১2০1 


অতএব 12%) ক্রমাট একাঁদষ্ট আরোহী এবং 1851 ক্রমাট একাঁদষ্ট অবরোহী ॥ 


সেট ও ব্রমের সীমা-_-আভিসারী ও অপসারী শ্রেণী ৭৫ 


পুনরায় ব্রম দু'টি স্পষ্টতই সপ্রান্ত। অতএব উপপাদ্য 2 এবং 3 অনুসারে ক্রম দুইটি. 
আঁভসারী হবে। তাহলে লেখ। যায় 


11] 277. এবং 111) %৪ 79 
* 72-৯০১১ 7৯০৩ 


৮০10975৮711) (85 _ 2%) 
7- ৯০০ 


কিন্তু [৫%, &%] বদ্ধ অন্তরালের দৈধ্য (৪ -4,) এবং উপপাদ্যের প্রকষ্প অনুযায়ী 
111) (&% 27) 0 


7--৯০৩ 


4 


9-*০-0 অর্থাং 19-* 


সুতরাং 19%) এবং 18,) রুম দুইটি একই সীমায় €) পৌছায় । 
এখন এ একি আরোহী এবং উচ্চ সপ্রান্ত ক্রম 19%]) এর সীম! বলে « এ 
ক্রমের লাঁঘষ্ট উচ্চ প্রান্তিক বন্দর । আবার « একাঁদষ্ট অবরোহী এবং 'নম্ব সপ্রান্ত 
ক্রম (৮%1 এর সীমা বলে « এ রুমের গারষ্ঠ নিম্ন প্রাস্তিক বন্দু । 
৫% হু 45185 ০৯ 4 
অর্থাং ০% হু € হু 8৮1) 8215 25 3 
তাহলে € সংখ্যাট (6৯, &%]) ক্রমের প্রাতিটি অন্তরালের মধ্যে অবাস্থৃত | 
সবশেষে দেখানো। দরকার যে « সংখ্যা আদ্বতীয়। যাঁদ সম্ভব হয় তবেমনে 
করা যাক এর্প সংখ্যা আর একটি আছে, যথ। *; তাহলে ». মর৷ দৌখ 
6) হু £€ ৪৮ 


1110 ?% হু 11] ৫ হু 1117) &)। 


অর্থাং ০ হু 2 শু 

সুতরাং £€-*"' 

ইহাই প্রমাণ করে যে « আদ্বতীয় । 

মন্তব্য €__উপরোন্ত ক্যাণ্টরের উপপাদ্যের সাহায্যে কলন বিদ্যায় তথ। গাঁণাতিক 
বশ্লেষণ 'বদ্যার বহু উপপাদ্য প্রমাণ করা হঃ : 


307 অভিসারী ও অপসারী শ্রেণী 
প্রাথামক মন্তব্যে অভিসারী ও অপসারী শ্রেণীর ধারণ। উদাহরণ সাহায্যে পাঁরস্কার, 
করে বুঝানে। হয়েছে । পূর্বেই লক্ষ্য করা হয়েছে শ্রেণীর আলোচন৷ তত্বে সাঁমার কথা, 


৭৬ কলন-াবদ্যা 


এসে যায় । তাই কলন-বিদ্যায় সীমার ধারণাট বিশেষ প্রয়োজনীয় । সীমার সংজ্ঞার 
সাহায্যে সীমার আলোচনা একরকম, আবার কতকগুল নিয়ম বা উপপাদ্যের সাহায্যে 
সীমা নির্ধারণ করা আর একরকম ৷ সীমা নির্ধারণের অভ্যাস যত শীঘ্র আয়ত্ব হয়, 
সীমার সংজ্ঞার স্পষ্ট ধারণা তত শীঘ্র আয়ত্ব হয় না, তাই পাঠকগণের সীমার সংজ্ঞার 
ধারণা প্রথমে আয়ত্ব করে নেওয়া ভাল। ক্রম ব। ফাংশনের সীমার কথ। যেখানে 
আছে সেখানে “* চিহ্টকে কখনই “-.* ধরা উাঁচত নয়, এরূপ ধরার ফলেই 
সংজ্ঞার মূল কথা আয়ত্ব হয় না এবং এই মূল কথা৷ আয়ত্বে না৷ আসলে সীমার ধারণা 
পাঠকের কাছে দুরৃহ হয়ে ওঠে, যাঁদও পাঠকদের অনেক সময় সীমা নির্ধারণ সহজেই 
অভ্যাসের ফলে আয়ত্ব হয় । 


এখন শ্রেণীর আভসরণ (০018৮159109) বা অপসারণ (৫1০91561806) সম্বন্ধে 
কয়েকাঁট ধর্মের কথ বল হবে। 


উপপাস্ত 1. একটি শ্রেণী ৯ %% আভসারী হতে হলে নিম্মলাখত সর্ত 
আবশ্যক ও পধাপ্ত (06095581 2180 900001600) 
111) ১, ০, 
1 ৯০১ 


যেখানে 47 84131 %875 ৭তি 


প্রমাণ £ £ 


মনে কর & শ্রেণ্ণীটি আভসারী ; তাহলে আমরা গলখতে পারি 
8৮ 
৬৮০ ]1]) 575 
7? ৯৩০১ 


যেখানে 5 75 24514972475 


1117 ৬০. 111) 
7 ৯ ০00 7 -১ ০০ 


অথবা 117) ($-5%)-*9 
7৬০০ 


অথবা 11171 (47:41 + 07+2 +)7- 0১ কারণ ৬.৮ ৯) & 


শস্পটি ৩০ 
7 1875 তু 


অথব। 11] 49,০০0 


77 -৮০ 


সেট ও ক্লমের সীমা--অভিসারী ও অপসারী শ্রেণী | 9, 


1বপরীতভাবে মনে কর 1117 1,০07; তাহলে আমর। পাই 


7 তি ০০ 


117) (4%+2 7 &%+৪ +-) 70 
7 --৯ ০০ 


রর 22 ১৯ ৮ _ (হ + ৫৪ 4০৯8৯) 10 


এজ 1 


অথব৷ প | এ টার 1-0 


2875]. 


৩০ 


উপরোন্ত সমতা হতে স্পষ্টতই বুঝা যায় টি %7, শ্রেণীটি আভসারী, কারণ 


ও 


শ্রেণীটি যাঁদ আঁভসারী না হয় তবে ৯ 4,7৩৯ ] এর সীমা শূন্য হতে 


1৯77 


০ 


পারে না। এখন শ্রেণীটি আভসারী হলে দেখ৷ যায় ৯ %), ₹ 11:59, 


1৮০ 1 চি ই তি 


উপপাদ্ত 2. একটি শ্রেণী টি % যাঁদ আভিসারী হয়, তবে এই শ্রেণী 


টি 
থেকে যে কোন একটি পদ বাদ দলে শ্রের্ণাটর আভিসরণ ধ: এষ্ট হয় না ( অর্থাং 
শ্রেণীর যোগফল পাঁরবার্তত হতে পারে, কিন্তু শ্রেণীর আঁভসরণ ধর্ম বজায় থাকে ) 


প্রমাণ £ যেহেতু শ্রেণীটি অভিসারী, আমর৷ ?লখতে পার 
$লল 11] 575 ৪9 ল 645 1712 1 "++ £4% 


710 ৯ ০০ 


»০ 111) (6২ 1242 1747 24%) 
7 -৯ ০০ 


6481 11] (17 95177185737 85+5 1482) 
7 -৯ ০০ 


$-৮-6৪$ সু |]]7) (65162 1771 245-2.175654514+771704%) 
7৮৮ ৩০ 


অতএব &++98+1+88-5188+1. ++ &% + "০ শ্রেণীটি আঁভিসারী 


4৮ কলন-বিদ্যা 


মন্তব্য ১ 
() কোন শ্রেণীর আভসরণ ধর্ম পরাক্ষা করার সময় সুবিধার জন্য আমরা 
প্রথম পদ (&:) বাদ দিতে পারি। 
(1) কোন আঁভসারী শ্রেণীর সাহত একটি বেশী পদ ধখোঁণ করলেও শ্রেণীর 
আভসরণ ধর্ম নষ্ট হয় না-_ইহাও সহজে প্রমাণ কর৷ যায় । 
(11) কোন আঁভসারীর প্রত্যেক পদকে যে কোন একট ধুবক দ্বার। গুণ করলেও 


শ্রেণীর আঁভসরণ ধর্ম নষ্ট হয় না৷ অর্থাৎ যাঁদ $- এ %,হয়, তবে 


977 ॥. 
5 


৫$ ৮ ৯ ০ 449 


2৬ আত 


উপপাস্ত 3. যাদ ৯) %, এবং ৯৯ ৮ শ্রেণী দুটি আভসারা হয় 


1৮ 5 & 1ঠলল 


তবে টিতে (৮১, + ৮%) শ্রেণীটি আভসারী হবে । 


98 ৬৪ খু 


ঙ গাই 
প্রমাণ £ মনে কর 111) 51) ল 55 59 ৯» 41162 11724), 
71 -7৮ ০০ 
এবং 110) 47, রর 45 1 হি ঢঃ রশ ৮$ শা ৯০৭ 17/% 
7 -৮ ০০ 


পুনরায় মনে কর ৮57 (4২ 7৮591 (62 12) "1 (4% 775) 
এখন 110) 779 স্" 111 1 ৫.4 ৮$) + (85 7৮2) + 7 (87775) ) 


7 ৮ ০০ 7 --৯ ০৩ 
»০ 11] 1043 + 4৪ 177) ৭ (৮2179217470) 


7 _* ০০ 


»ল 1110 (57 + 15) 
71 ৮:০০ 


৮ 0) ৩% 4 11100 
1 ৯০০ 7? ৮৯ ০০ 


স্51৫5 


পু ৯ (৮৯ 9). $+4. অর্থাৎ ১৯ (৫৯ + ৯৯) শ্রেণীটি আভসারী 


2 জু গজ গু. 


সেট ও ক্লমের সীমা- আভসারী ও অপসারী শ্রেণী । ৭১১ 


উপপাদ্ত 4 যাঁদ শ্রেণীর পদগুল ধনাত্মক সংখ্যা হয়, তবে শ্রের্ণীট 
অভিসারী ব৷ প্রকৃত অপসারী হবেই, ককিস্তু শ্রেণীটি দোলায়মান হতে পারে না। 

প্রমাণ £ যেহেতু 5% 7৮ 42782 171187185৯০ ১22515 25 ০), 
সেহেতু €5% | ক্রমাট একাঁদষ্ট আরোহী । অতএব 11] 5% একাঁট সসীম 


1? ৮ ০০ 
সংখ্যা হবে অথবা +০০ হবে । যখন সীম। একাঁট সসীম সংখ্যা, তখন শ্রেণীট 
আঁভপারী ; আবার সীমা যখন + ০০, তখন শ্রেণী প্রকৃত অপসারী । 


উপপাদ্ত 5. ১; &* শ্রেণীটি আভসারী হতে হলে নিশ্নীলাখত আবশ্যক 


1৮০5 এ 
ও পধ্যপ্ত সতাটি 'সদ্ধ হবে 
| 2711. শ 849,413 শঁ *** শা 47420 | ্ু এ 1.০ 0, বু 2১০ 
( প্রাতি «এর জন্য একটি %এর আস্তত্ব থাকবে ) 
প্রমাণ 2 মনে কর 59৮ ৮০ 643 1+1142 112৫% 


০ 


এখন ৯ %% শ্রেণীটি আঁভসারী হতে হলে আবশ্যক ও পর্য্যাপ্ত সর্ভ 


187 ॥ 


হিসাবে 1 5% 1 ক্রমাট আভসারা হবে। এখন 1 5% । রমটি আঁভসারী হতে হলে 
আমর। জানি 'নম্বীলীখত অসমতাটি সিদ্ধ হবে 
| ০৮৯০ -5% | এ € 7 7-৮0, 1, 2 
অর্থাৎ ] (8২ + 242 + 7552) - (651 89 + ০448) | বব 5 
অর্থাৎ | £%+3 ++ 0745 | এ 5 


উদ্ধাক্রণ 1. প্রমাণ কর নিশ্নীলাখত শ্রেণীটি অপসারী . 


1.1 
1+নু+ন্+" 


সমাধান £ মনে কর ৬৮-1+2+ 8 


| 
এখন ন্ড শপ 8 জাত শি ০৭০ শী 
তা 7711 
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ক্রমাটি 'অভিসারা নয় অর্থাং প্রদত্ত শ্রেণীটি আভসারা নয়। যেহেতু শ্রেণাঁটির 
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13. দেখাও যে 'নম্নীলাঁখত শ্রেণীগুলি আভসারী : 
72 +774+ 1] রী ্ ] 
€) টন 271 (৪) টি 10141709552) 


?-2. 


... সাং 1 এ স্ভা 1. 
(8) 2৯77 , টি 


2জু] 17] 
ঘটে 2৯১7, (9) ৯ ৫/%+1 -7) 
9 এ, 1 
14. দেখাও যে নিশ্নীলাখত শ্রেণীগুঁল প্রকৃত অপসারী : 
৪2 5 7 
শি তি ৪ শা টি 7 
২২২ € 14 
0) এ নি 11) টি 7:4/711+1 
| ৯. |] 
হি 117 রি রি 
(111) 7575, (1৮) টা ৯/771+ 1 - 7 


1৮ ০৫. 


৮৮ | | কলন-াবদ্যা 


(৮) ৬7 +৬2 ++. 


টু 1]. 2 3 $ 
9) হুল হজ + ইজ? 
15. যাঁদ :%% শ্রেণির প্রতোকটি পদ ধনাত্ক হয় এবং 


1117) 67 +1 1 
77৮০০ 14 ৰা 
98 


তবে দেখাও যে শ্রেণীটি অ ভিসারী যখন 7৩1 এবং শ্রেণীটি অপসারী যখন ?১] 
[ ডি আলেমবার্টের পরীক্ষা ] 


16. যাঁদ %, শ্রেণাটির প্রত্যেকটি পদ ধনাত্মক হয় এবং 


11] %/%%- 4, 
77৯৩০ 


তবে দেখাও ষে শ্রেণীটি আভসারী যখন 11 এবং শ্রেণীটি অপসারী যখন 1১1 
[ কাঁসর পরীক্ষা ] 


17. যাঁদ 2%% শ্রেণীটর প্রত্যেকটি পদ ধনাত্মক হয় এবং 


' 110) 242 7. রর 
সস ভি 1))-1, 
তবে দেখাও যে শ্রেণীট অ িসারী যখন 1] এবং শ্রেণীটি অপসারী যখন 141 
[ রাবর পরীক্ষা ] 


18. 'নম্বীলাখত শ্রেণীটঢির ক্ষেত্রে দেখাও ডি আলেনবার্চের পরীক্ষ। প্রমাণ করে 
শ্রেণীট আভগারী হবে যখন ৮1 এবং অপসারী হবে ষখন ৯১৯] ; আবার রাঁবর 
পরীক্ষ। প্রমাণ করে শ্রেণ্ণীটি আভসারী যখন ৮- 1 : 


25 1.3 25, 1.3.5 27 


1 1 ঢা 
৮৭ উ+ঠু4 5+24.6 ন+৮৯০), 


চতুর্থ অধ্যায় 
ফাংশনেত্র সীম। ও অবিচ্ভ্িন্নত। 


4:01 প্রীথমিক মন্তব্য 

এই অধ্যায়ে ফাংশনের দুটি প্রয়োজনীয় ধারণার- যথা সীমার ধারণার এবং 
আঁবাচ্ছিল্নতার ধারণার--কথা বল৷ হবে। ক্লমের সীমার আলোচনায় পূর্ব অধ্যায়ে দেখা 
গেছে % যখন বড় হতে হতে অসীমে (০০) পৌছায় তখন ব্লমের সাধারণ বন্ধুটি অর্থাৎ 
?% যে সংখ্যার কাছে পৌছায় সেই সংখ্যাটি ক্লমের সীমা । আবার ক্রম তে৷ ধনাত্মক পূর্ণ 
সংখ্যা-চলের একটি ফাংশন অর্থাৎ ৫,৮17), যেখানে 'নরপেক্ষ চলরাশিটি (অর্থাৎ 7) 
1] 2, ৭ এই সবমান ধারণ করতে করতে অসীমে চলে যায় । অতএব ব্লমই বলো ব৷ 
ধনাত্মক পূর্ণ সংখ্যা-চলের ফাংসন বলো এর্প ক্ষেত্রে সীমার ধারণায় দুইটি বস্তুর 
পরিবর্তনের শেষ পাঁরণাতি লক্ষ্য করা হয় অর্থাৎ % এর পরিবর্তনের শেষ পাঁরণাত এবং 
2) ব1107) এর পরিবর্তনের শেষ পাঁরিণাঁতি। 

সঙ্কেত 'চহ্ক হিসাবে লেখ যায় 

যখন 7%-৯০০, তখন 2,108) 2 

অর্থাং যখন ॥-৯০০, তখন 417) যে সসীম সংখ্যার কাছে পৌছায় সেই 
সসীম সংখ্যাটি আমরা ৫) বা 101) এর সীমা বাল । যখন 4..5107%) -%৪) তখন 
29,3100৮)-১০০, এক্ষেত্রে ০০ সংখ্যা নয় বলে আমরা ০০ কে স।:। বাল না। 

এখন 'নরপেক্ষ বাস্তব চলরাশির ফাংশন অর্থাং1() এর সীম।র কথা বলা হবে। 
এই স্বাধীন বাস্তব চলরাশির অঞ্চল তো সমস্ত বাস্তব অক্ষরেখা, তাহলে এই স্বাধীন 
বাস্তব চলরাশটি কোন্‌ সংখ্যার কাছে পৌছায় তা সঠিকভাবে না বললে ফাংশনের 
সীমার আলোচন। কর৷ যায় না। এই বাস্তব অক্ষরেখার উপর যে কোন একটি বাস্তব 





এ 
বাস্তব অন্রলেখা 
2 
এ 


সংখ্যর কাছে % পৌঁছাতে পারে। মনে কর 2-৮2; এর দ্বার আমাদের বুঝতে 
হবে যে % বাম দিক থেকে 2 এর কাছে পৌছায় এবং ০ ডানাঁদক থেকেও 2 এর 


৯০ কলন-শাবর্দ্ 


কাছে পৌছায় । এর্‌প অবস্থায় % চলরাশিটি 2 এর যত কাছে সম্ভব পৌছাতে পারে ; 
ধকন্তু কখনই ১.2 নয়। অতএব 2 --2 সঞ্েত চিহ্নটির অর্থ নিম্নরূপ 


() ০৯2 
(1) -৯৪-০ 
(71) ৮-৯১+০ 


এখন 2%-৯2 -০--৯% চলরাশাটি 2 এর চেয়ে কম এবং 2 এর যত সম্ভব তত কাছে, 
কিন্তু 2%৪2 ; আবার ১-৯2 + 0-৯% চলরাশিটি 2 এর চেয়ে বড় এবং 2 এর যত 
কাছে সম্ভব তত কাছে, কত ১৯৮2. » এর দুই দিক থেকে 2 এর কাছে পৌঁছানোর 
সঙ্গে সঙ্গে/0) এর মানের পাঁরবূতন হয় 1. অতএব ফাংশনের সীমার ধারণায় 
নিক্নালাখত দুইটি বিষয়ের আলোচন। দরকার : 


যখন 2-৯2, তখন 70)-৯ ? 


অর্থাং যখন ১ -+2, তখন 10) কোন্‌ সসীম সংখ্যার কাছে 2 যাঁদ কোন সসীম 
সংখ্যার কাছে 70) পৌছায় তবে সেই সসীম সংখ্যাঁট 7) এর সীম। যখন %-৯2 ১ 
এখন যেহেতু 2৮-১2-৯৮৯0 এবং ০-৯+০, সেহেতু *%৮2-0 এর সময় 
0) কোন্‌ সসীম সংখ্যার কাছে পৌছায় দেখতে হবে এবং ০-৯2+0 এর সময় 
1) কোন্‌ সসীম সংখার কাছে পৌঁছায় দেখতে হবে । এখন সাধারণভাবে বলা 
যায় যে যখন ১৯৫ -0 (এ একটি বাস্তব সংখ্যা) তখন যাঁদ /(%) এর সংগত মানগুলি 
কোন সসীম সংখ্যা 1, এর কাছে পৌছায় ( অথবা 10) এর মান সবন্র 1: এর সমান 
থাকে ) তাহলে 1: কে4/(%) এর বামদ্দিকের জীম। (16101) 11016) বলে। 
সঙ্কেত চিহ্ন 'হসাবে লেখা হয় 

// 117) 00১০) 711. 
১-৯০-০0 

আবার যখন ১-৯৫ + 0 তখন যাঁদ /() এর সঙ্গত মানগুলি কোন সসীম সংখ্যা 
1৪ এর কাছে পোৌন্থীয় ( অথবা 70) এর মান সর্বন্ন ?5 এর সমান হয় ), তাহলে ?5 কে 
19) এর ডানদিকের সীমা! (71500119100 11771) বলে । সঞ্ফেতাঁচিহ হিসাবে 
লেখ। হয় 


110) 1০1 
£ ১৯০70 ” 


ফাংশনের সীমা ও আঁবাচ্ছিন্বতা। ১১, 


এখন যাঁদ /5 -/9 হয়, তাহলে 13 -12 1 (মনে কর) কে 7) এর সীমা 
(11010) বলা হয় যখন ০-৯৪ ; সঙ্কেতচিহন হিসাবে লেখা হয় 
117 179)-1 


৮৯৫ 
অর্থাং যখন ৯৫, তখন 10)-৯1 হতে হলে নিম্নীলাখত সর্তগীল সিদ্ধ হবে $-_ 
(1) 1110) 10») বিদ্যমান 


১-৯০-০ 


(11) 110) 1) বিদ্যমান 


১-৮০7+90 
(111) 110) 10) 1.7 111 100 
১-৯৪-9 ৮-৮৪+09 


₹হ্শেনের এই সীমার ধারণা ও নিয়ম এই অধ্যায়ে ?বস্তারিতভাবে আলোচনা৷ 
করা হবে। 


ফাংশনের অবিচ্ছিষ্নভা 


আঁবাঁচ্ছন্নত। কথাটি আমাদের কাছে নৃতন নয়-কোন কিছুর মধ্যে যাঁদ কোন 
ফাক বা ছেদ না থাকে তবে আমরা তাকে আঁবাচ্ছন্ন বাঁল। জ্যামাতর একটি 
সরলরেখা, বৃত্ত, আধবৃত্ত, উপবৃত্ত লক্ষ্য করলে বুঝ৷ যায় সরল ব৷ বক্ররেখাগুল আবিচ্ছিন্ন 
অর্থাৎ উহাদের মধ্যে কোন ফাক বা ছেদ নাই। এখন '?ক্চলরাশির ফাংশনের 
দ্বিমান্রক দেশে একটি লেখাঁচন্র পাওয়া যায়, এই লেখাঁচত্রের বে ৭ এক বন্দুতে যাঁদ 
ছেদ বাফাক না থাকে তবে স্বভাবতঃই এঁ লেখাঁচত্র এ বিন্দুতে আঁবচ্ছিন্ন, এইভাবে 
লেখচিন্রের যে কোন বিন্দুতে যাঁদ কোন ছেদ না৷ থাকে তবে লেখাঁচন্র সম্পূর্ণভাবে 
আঁবাচ্ছন্ন । জ্যাঁমাতর এই আঁবাচ্ছন্নতার ধারণা থেকেই ফাংশনের আঁবাচ্ছন্নতার 
ধারণা এসেছে--তবে লেখাচন্রের আঁবাঁচ্ছন্নত। জ্যামিতিক ভাষায় প্রকাশ করতে গেলে 
কখনও কখনও ভ্রাসম্ত আসে । যেমন যাঁদ কোন ফাংশন অণ্ুলের একটিমান্র বিন্দুতে 
আঁবাচ্ছন্ন হয় তবে এ অণ্টলে ফাংশনের লেখাঁচন্রে এক 'বন্দুর অনুর্পান্থাত ঘটে, 
কিন্তু জ্যঁমাতিতে একটি বন্দু আকা বা বাদ দেওরা অসম্ভব ব্যাপার, সুতরাং সঠিক 
লেখাঁচত্র দেখলে মনে হবে উহা এক রকম আঁবাচ্ছন্ন । তাই ফাংশনের অবিচ্ছিন্নত৷ 
জ্যামাঁতিক ভাষায় প্রকাশ ন৷ করে গাঁণাতক উপায়ে বা সংখ্যাঁভীত্তক উপায়ে প্রকাশ 
করতে হয় । মনে কর )-./%) একাট ফাংশন ০.৪ বিন্দুতে এবং একমান্রিক দেশে 
“2” এর কোন অণ্ণলে সঠিকভাবে বণিত, তাহলে লিখতে পারা যায় ৮-02) ; এখন 


& 


৯২ কলন-বিদ্যা 


৫ যাঁদ সামান্য ছোট ব। বড় কর হয় অর্থাৎ যাঁদ -০+/% & ধনাত্মক বা খনাত্সক) 
হয়, তবে /0%) এর মানও পাঁরবাতত হবে । মনে কর 
6+107-702 + /) 


অথবা /%-1৫+/)-8-72+%) 106) 


এখন যাঁদ /-৯০, যখন /-৯০, তবে ১- বিন্দুতে 10») ফাংশনকে 
'অবিচ্ছিক্ন বা সম্তত (০০101000905) বল। হয় । অর্থাৎ যখন 2 চলরাশাট ৫ 
থেকে ৫+% তে পাঁরবতিত হয়, £ যতই ক্ষুদ্রাতিক্ষুদ্র (010169517791) হোক ন। 
'কেন, তখন যাঁদ ফাংশনের মানের পাঁরবর্তনের মাপাঞ্ক 1106+7) -10) | 
ক্ষুদ্বাতক্ষুদ্র হয়, তবে 70) ফাংশনকে 7-এ বন্দুতে আঁবাচ্ছিত্ন বলা হয়। 


|) 0) আলোচনার সময় 109) ফাংশনাঁট ১০ বিন্দুতে সংঁজ্ঞত হবার 
চি গা / 


প্রয়োজন নাই, কস্তু 10) এর ৮০৪ বিন্দুতে আঁবাচ্ছিন্তার আলোচনায় ফাংশনাট 
১4 বিন্দুতে এবং “? এর কোন অঞ্চলে সংঁজ্ঞত হওয়ার প্রয়োজন । আঁবাচ্ছন্বতার 
সংজ্ঞানুযায়ী আমর। দোঁখ যে যাঁদ /() ফাংশনাটি ৮-৫ শবন্দুতে আবিচ্ছিন্ন 
হয় তবে 

|) [06 + /)-104)]-0 


৮৮৯৫ 
পুনরায় ৪+/- 2৫ িখলে দেখ যায় যখন /-৯০, তখন ০-৯৫ ; 


তাহলে |) (05) -104)]-09 
৮৯৫ 


অর্থাৎ |1য) :/02)-04) 


৮7৯৫ 


অর্থাৎ 117) /0)-171 1110 *) 
৮৮৮৯৫ ৮৮০৯৫ 
উপরোন্ত সমত। থেকে দেখ। যায় 10) ফংশনটি যাঁদ ১-4 বিন্দুতে আঁবাচ্ছন্ন 


হয়, 17 7৮) এবং/(2) এর মধ্যে কোন প্রভেদ থাকে না । আঁবাচ্ছন্লতার এই 
শর্ট ৫ 


ধর্ম অনেক সময় সীম। 'নর্ধারণের কাজে লাগানে। যেতে পারে ; বাঁদ দেখা যায় 1) 


ফাংশনাঁট 2.৫ বিন্দুতে. আঁবচ্ছি্ন তবে 110) 1 নির্ধারণের সময় 09) তে 
চি 51 


2.৪ বাঁসয়ে যে মান যথা /09) পাওয়া যায় উহাই 1171 10) | তৃতীয় 


৮৮৯৫ 


ফাংশনের সীমা ও আঁবচ্ছিন্রত। ১৩ 


অধ্যায়ে আমরা পাঠকদের সাবধান করে 'দিয়োছ যে 110 10) নির্ধারণের সময় 
০67৯৫ 


2:7-56 নয়, কারণ প্রকৃতপক্ষে ১%-১৯৮৪ বলতে বুঝায় ১-৯৪+9 এবং %-৯৪-০ 


(7529); অতএব সীমার সংজ্ঞা অনুসারে 110) 109) এবং 0) এর মধ্যে 
৮6৯৫৫ 


প্রভেদ থাকতেও পারে, িস্তু যাঁদ /0) ফাংশনাট ০:-? বিন্দুতে আঁবাঁচ্ছন্ন হয় 


তাহলে 117) 0) এবং 12) এর মধ্যে কোন প্রভেদ নাই। 
শো ৯৫ 


আলোচ্য অধ্যায়ে ফাংশনের আঁবাচ্ছল্নতার ধারণ। 'বাবধ উদাহরণের সাহায্যে 
পারস্কারভাবে বলা হবে । ফাংশনের আঁবাচ্ছন্ন তার 'বাভন্ন ধর্মের কথাও আলোচনা 
করা হবে। আমরা দ্বিতীয় ও তৃতীয় অধ্যায়ে বিশেষভাবে ধনাত্মক পূর্ণসংখ্যাচলের 
ফাংশন সম্বন্ধে আলোচনা করোছ । বাস্তব চলরাশর ফাংশনের বিশেষ উদাহরণ, 
প্রকারভেদ, প্রান্তাবন্দু ইত্যাঁদর সম্পর্কে আলোচনা করে ?নয়ে ফাংশনের সীমা ও 
আঁবাচ্ছিন্নত আলোচন৷ করার আগে ফাংশনের কতকগুলি প্রয়োজনীয় ধারণার, 
অবতারণ। কর! হবে । 


4.02 ফাংশনের নানারকম ডদাহরণ £ 
ফাংশনের সীমার কথা বলার আগে নানারকম ফাংশনের উদাহরণ দেওয়া হবে । 
উদ্ধাহুরণ 1. মনে কর 7-/%), যখন /(৯)-৮2৪ 7 1 শু 21. 
এখানে % এর অণ্ুল (10017709117) _ ] € ১ হু 1, এই এ'ওলে % এর প্রাতটি. 
মানের জন্য ) সঠিকভাবে সংাঁজ্ঞত (9610) । যেমন, যখন ৮--_1], 
তখন )-(-1)8-7- 1 ; আবার যখন -₹০9, তখন /-9১ আবার যখন 2%.- 1, 
তখন )-17 লক্ষ্য করা যায় % এর প্রাতটি মানের জন্য ) এর একটিমান্র মান 





পাওয়। যায়; এজন্য এরুপ ফাংশনকে একক মানবিশিষ্ট (510816 ৬৪10৫), 
ফাংশন বলা হয় । স্থানাঙ্ক জ্যামাতির সাহায্যে ফাংশনের লেখচিন্র অঙ্কন করলে. 


”১৪ কলন-বিদ্যা 


ফাংশনের ধারণা পরিষ্কার হয়। পূর্বে উপরোন্ত ফাংশনের লেখাঁচন্র দেওয়া হয়েছে £ 
প্রদত্ত % এর অঞ্চলের জন্য লেখাচত্র যেটুকু অঙ্কন করা হয়েছে (যথা 70০9) তার 
বোশ অঞ্কন করা উচিত নয়। সহজেই দেখা যায় এখানে ) এর প্রাতিটি মান 
ধনার্ীক (শূন্য সমেত) অর্থাৎ % ৮ 0, এবং 9 «এ 1; অতএব 7) এর মানের 
'এলাকা 0 € 9 হ€ 1. এখন যাঁদ মনে করি 


4 ল [7151] এবং 2 নল [0,1] 


তাহলে 7 যেন একটি জপাস্তির (৬ ৪011108) যার দ্বারা 4 সেটের বন্তুগুল 7 সেটের 
ব্জুগলতে রূপাস্তারত হয়। প্রতীকাঁচহ হিসাবে লেখ হয় 


7548-7৮ (9]0 4 11009 2) 


অথব। 4 ---৮ ঠ, 


প্রতি 2 € 7 এর জন্য রূপাস্তারত বস্তু 109), তাই 2- তে 70) এর মান 
€৮৪106) 706) 1 


এখন যাঁদ »% এর অণুল সমস্ত বাস্তব অক্ষরেখা (1) ধর হয়, স্ভাহলে উপরোন্ত 
রূপান্তর প্রতীকাঁচহে'র সাহায্যে লেখা যায় 


)2 4 7৯, 


এক্ষেত্রে লেখাঁচত্রটি অসীম ; লেখচিন্রে সমস্ত বিন্দুগুীল (৮, ১), ০ € 4 সংস্থাপন 
করলে দেখা যায় 10%) এর মানগু'ল শূন্য অথবা যে কোন ধনাত্মক বাস্তবসংখ্যা অর্থাং 
১০) এর মানগুলি একটি সেট 11%] তৈরী করে যথা-1[]-155, ০ € 7 ৮১৯০) 
এখন উপরোন্ত ফাংশনের বিশেষ কতকগুলি ধর্ম লক্ষ্য করা হবে। যাঁদ কে 
বস্তু 0০৮19০0 বল! হয়, তুবে 10) যেন ০ এর প্রাতাবিশ্ব বা প্রাতিচ্ছবি (10786) । 
যাঁদ 7 এমন একটি ফাংশন হয় যাতে /4)-08) হইলে ৪.৮ বুঝায়, তাহলে 
/কে 1 - 1 (01006 €0 ০16) বা এক-একী ফাংশন বলা হয়। এখন দেখা যাক 
উপরোন্ত ফাংশনটি 1-1 কিনা । যেহেতু /0)-/-2)-4, কিন্তু রস -2, 
'সেহেতু এই ফাংশনটি 1 -1 নয়। 


আবার যাঁদ 7 এমন হয় যাতে /[%]- ৮ হয় তাহলে 47 কে সব্বব্যাপী (96০) 
বলা হয়। এখানে যেহেতু /[%] 2 &, 7 ফাংশনটি জর্বব্যাপী নয় । 


ফাংশনের সীম। ও আঁবাচ্ছিন্নত৷ ১৫ 


মন্তব্য 2 | 

(১) উচ্চগাঁণতে ) 7৮409) কে ফাংশন বল। হয়, যাঁদ প্রাত ১ এর জন্য ১ এর 
একটিমান্র মান থাকে । এখানে 7১৭ এই সংজ্ঞানুসারে বথার্থই একটি ফাংশন । 

(২) 7/-%* হইলে বাঁজগাঁণতের সাহায্যে আমরা পাই ১. ৯7; এখন 
দেখা যাক উপরোন্ত সংজ্ঞানুসারে ১৮. ২/% যথার্থ একটি ফাংশন কনা । যেহেতু 
প্রীত ) এর মানের জন্য » এর দুটি কাঁরয়৷ মান থাকে, সেহেতু ০. ২17 কে 
ফাংশন বলা চলে না। তবে বর্তমান পুস্তকে যাঁদ বল৷ হয় 2 এখানে ০ এর দুটি 
মানাবাঁশষ্ট ফাংশন যথা --/0))ল ৯) এবং ৫.৮ 9002 - ২%/ তাহলে কোন 
দোষ থাকে না। এর্প ফাংশনকে বলা হয় বিলোম ফাংশন (11/৮2156 
[011001017) । 

(৩) যাঁদ )-17() ফাংশনটি 1- 1 এবং "সর্বব্যাপী" হয়, তবে তার গবলোম 
ফাংশনের আঁস্তত্ব থাকে অর্থাৎ ১০7২), 

(8) উচ্চগাঁণতে একক মানধবাঁশষ্ট ফাংশনই যথার্থ ফাংশন ; বহুমানাবাঁশষ্ট 
ফাংশনকে ফাংশনর্পে ধরতে হলে কতকগুলি একক মানাবাশষ্ট ফাংশনের সংগ্রহর্পে 
ধরতে হয়। এর্‌প বহুমানীবাঁশষ্ট ফাংশনের জন্য একটি বিশেষ অণুলের প্রয়োজন, 
সে সব আলোচন৷ এই পুস্তকের পাঁরধির নধ্যে আসে ন।। 


উদ্দাহুরণ 2. একটি উদাহরণ সাহায্যে দেখাও যে ব্লমকে ফাংশন আকারে 
প্রকাশ করা যেতে পারে । 


7 | 
রি 14,1-1 7711] ] 


তাহলে লেখা যেতে পারে 
7? 
22৫77 ১ হালি ১ 2) 3 
07) ৫8 টা 
এখানে লক্ষ্য করা৷ উচিত যে স্বাধীন চলরাশটি 7 এবং এই চলর।শির অঞ্চল বলতে 


বুঝায় বাস্তব অক্ষরেখার উপর স্বাভাবক সংখ্যা বিন্দুগুল : অতএব 7 চলরাশটি 
সাধারণ ফাংশনের % চলরা'শর মত নয়, % চলরাশটি অণ্ুলের প্রত্যেকটি বাস্তবসংখ্যার 


৬ € 
0০ | 2 ২----১ 


'মান ধারণ করে, কিন্তু % চলরাশিটি কেবলমাত্র ধনাত্মক পূর্ণ বান্তবসংখ্যার মান ধারণ 
করে। যথা 7] হইলে /01)-87; ৮-2 হইলে 70)-8; ইত্যাঁদ। 


৯৬ কলন-াবদ্যা 
বিপরীতভাবে বল৷ যায় প্রত্যেক ধনাত্মক পূর্ণ বাস্তবসংখ্যার চলরাশির ফাংশন 
একটি ক্রম । 


উদ্বাছুরণ 3. 7 (0) -77:+ ০১77 এবং ৫ দুটি ধুবক। এই ফাংশনাট 
বৈথিক ফাংশন (1111621 [07060017), কারণ এই ফাংশনাঁটির লেখাচন্র একটি 





সরলরেখা (0-71+৫) 1 এখানে % চলরাঁশাটর অণুল বাস্তব অক্ষরেখার মুস্ত 
অন্তরাল €-_ ০০, ০০)। এখন যাঁদ নিম্বীলীখত সতটি/৫+ ৪) 702) +18) 
সিদ্ধ হয়, তবে রোখক ফাংশনটি কিরূপ £ 
লক্ষ্য কর 162) 7277 + 6 
10৯) ৮ + ০ ৮ 
16৫7 &).- (৫+ 2) 7176 
প্রদত্ত সতাট থেকে পাওয়। যায় 
(2+ &) 724 ৫7 7171 ++ 61714 6 
(270) 7721 26 
26726. অর্থাৎ ৫-০ 
তাহলে প্রদত্ত সর্তট সিদ্ধ হতে হলে ফাংশনাটি হবে 10) 7779, একে রৈধিক 
জমমান্তিক (19170261105) ফাংশন বলে। রোখক সমমান্রক ফাংশনের 
নিম্নলিখিত ধর্মগুল সহজেই প্রমাণ করা যেতে পারে 
/ (৫) » 2 (6) 
এবং 7৫4৮)» 62) 


উদ্দাুরণ 4. মনে কর 7(2)-7:%, & একটি ধনাত্মক পূর্ণসংখ্য। । এখানে 
% এর অঞ্চল সমন্ত বাস্তব সংখ্যার সেট । এই অপ্চলে /(%) এর মান 'নর্ভর করে 7 এর 
যুগ্মতার ব৷ অযুগ্তার উপর । যখন ॥ যুগ্ম, তখন 709) এর মানের এলাক। [0১ + ০০] 
. এবং যখন % যুগ, তখন 169) এর মানের এলাকা সমস্ত বাস্তব সংখ্যার সেট । 


ফাংশনের সীমা ও আঁবাচ্ছনতা ৯৭ 


উদ্দাঙুরণ 5 /()--:” % একাট ধনাত্মক পূর্ণসংখ্য। ৷ এরূপ ফাংশনের 
087758577৮5 | 


উদ্দাঙরণ 6 মনে কর 1০) 51 








প্রমাণ দিদার /022)- পর 77/৮ -৮+% 


উদাহরণ 7 যাঁদ/() -০* হয়, প্রথাণ কর/72-+ &)- 12)108) 
এখানে 704৫ +%) - ০০+৮ - 6৭ * ৪৮ -/02)17) 


উদ্দাহরণ ৪8 যাদ 102) 19242 (৮ ৮ 0) হয়, প্রমাণ কর 
/044+ 6) ৮104) +90&) 
এখানে /(৮) -198804৮)- 1025? +1985৮-16) 118) 
উদাহরণ 9 যাঁদ 1) -- +2 হয়, তবে প্রমাণ কর 
10৩6+/) নি) ৮2+ 248 
/ 


এখানে 10 +/) 7 (০6 +1)24+ 2041) 
10671) 71090 (7৮1)2 42048) _ (5 + 25) 
বহু. ০১ ই ২ 
-2+2+/ 
উদ্দাহুরণ 10 মাপান্ক ফাংশন, অর্থাৎ 
100)- 45 যাদ ৮ ১৯০ 
» ৮, যাঁদ 2 € রি 


এখানে এর অঞ্চল (-০০* +০০) 1 তাহতল 70)৯) ১৯ 0 
উপরোক্ত ফাংশনাট মাপঞ্কের মাধ্যমে লিখলে পাওয়া যায়-_ 
10৮)- 11 
এখানে লেখচিন্র অঞ্জন করতে হলে নিম্লীখত দুটি লেখাচন্র অঙ্কন করতে হবে £ 





€(মাপাজ্ক ফাংশনের লেখাঁচত্র) 


১৮ কলন-াবরদ 


(1) 0৮০ % ৯৯9 
স্থানাঙ্ক জ্যামাতর মত ) - ০ সব রেখাটি না আঁকয়। শুধুমান্র শূন্য সমেত সকল ধনাত্বক 
বাস্তব সংখ্যা % এর জন্য রেখাটি আকতে হবে। 

(1) ১. -০১% ১০ 


সহজেই লক্ষ্য কর! যায় উপরোক্ত রেখ৷ দুটি 0 বিন্দুতে 'মালিত হয়েছে । 
উদ্দাহরণ 11 বৃহত্তম পুর্ণলংখ্য। কাংশন £ 


মনে কর /0০)-- 1] 
[2] প্রতীকটির অর্থ এমন বৃহত্তম পূর্ণসংখ্যা %, যার দ্বারা % এ % সিদ্ধ হয়। 
অতএব [01-.0, [381-0, [ ১/2]- 1১ [2] - 2517-10-71, 
:[-উ]- 71517 42]-7 72 ইত্যাঁদ। 
এখাদন % এর অঞ্চল (- ০০, +০০)। লেখাঁচন্রের খানিকটা অংশ নীচে দেওয়। 


হল ৪ 





উদ্দাহুরণ 12 নিম্বীলাখত ফাংশনটির লেখাঁচত্র অঞ্কন কর ঃ 
10%)-_%, যাঁদ % € 0 
52) যাঁদ 0 এ % হু ] 
_ |], যাঁদ% ১৮] 
লেখাঁচন্তর অঞ্জন করবার সময় লক্ষ্য করতে হবে 
€1) 7-% ১৮৭০ 
(1) )/-%5, 0 হু ৮ শু 
(111) 771১১] 


ফাংশনের সীম ও আঁবাচ্ছন্নত। ৯৯ 


অতএব খণাত্বক বাস্তব % এর জন্য )-০ এর লেখ, 0 € % € ] এরজন্য 
9০599 এর লেখ এবং % ১ 1 এর জন্য /- ] এর লেখ অঞ্কন করতে হবে । 





উপরোন্ত কয়েকটি ফাংশনের উদাহরণ থেকে বুঝ৷ যায় যে ফাংশন সবসময় একাঁট 
মান্র রাঁশর দ্বার প্রকাশ কর সম্ভব নয় । 


উদ্দাহুরণ 13 মনে কর 
)(02০)- 55 -০০ এ ০ এ৫০০ 
এখানে ফাংশনটি বহু-একী 0080৮ 10 019) 


405 কাংশনের প্রকারভেদ 


এখন ফাংশনের প্রকারভেদ সম্বন্ধে আলোচনা করা হবে । মনে কর 
25765725654 ভগ 727,720 7 2% 

একাঁট বহুপদী রাশ যার সহগগুল বাস্তব সংখ্য। এবং ॥ একটি ধনাত্মক পূর্ণসংখ্যা, 

তাহলে প্রাত বাস্তবসংখ্য। »% এর সঙ্গত একটি বাস্তব সংখ্যা এই বহুপদ রাশ থেকে 

পাওয়৷ যায় । অতএব আমরা লিখতে পার 


10১) 202৮1 ৫1১০-51+ তিত + 017,146, 


উহাকে বন্ছুপর্দ ফাংশন (0091517017181 [1৮010010) বলে । বাঁজগ।?ণত থেকে 
আমর জান যে যখন 7% ১ ০, তখন আধিকপক্ষে % সংখ্যক স্বতন্ত্র বাস্তব সংখ্যা এমন 
আছে যেখানে ফাংশনের মান শূন্য । এরূপ % সংখ্যক সংখ্যার প্রত্যেকটিকে বহুপদ 
ফাংশনের খুন (597০) অথবা 4৯)-0 এই বহুপদ সমীকরণের 'বাঁজ? (০০0 
বলে । 


১০০ কলন-াবদ্যা 
বহুপদ্দ ফাংশনের উদাহরণ £ 
(১) 70১)- 3%+2 
(২) 10) - 52 -39+2 
(৩) 109)-৮ 55 4505 +7262 7248 ইত্যাদ। 


পরক্ষণে ধর 


£9ি 000040824৮4 25 
0 6০2৮481৮749, 


7 এবং £ ধনাত্মক পূর্ণসংখ্য। (এবং প্রত্যেক 85 ₹50)। এখন প্রত্যেক বাস্তব সংখ্যা 
১ (যেখানে 00)50 ) এর সঙ্গত একট বাস্তব সংখ্যা যঘথ। 





10০) টি 0০-% দঃ 27৮2 ++ 
07০০) ৮০৮40317414 87 ? 


সবসময় সংজ্বিত (৫6011) | এরূপ ফাংশনকে ব্যাসানাল ফাংশন (20102091 
[61110010917) বল। হয় । 
ণ্যাসানাল” (80101791) ফাংশনের উদাহরণ £ 





(১) 2 ০ ঠে 


7১৫ অস্ত 


পা ৫ 





(২) 70 সনতরী : ১5672 ইত্যাদি । 


অতএব দেখা যাচ্ছে যে র্যাসানাল' (80101791) ফাংশনের » এর অণুলের মধ্যে 
০00) - 0 এর বাস্তব বীঁজগুলি থাকতে পারে না। লক্ষ্য করা উঁচত বহুপদ ফাংশন 
'র্যাসানাল” (0৪0109191) ফাংশনের একটি [াবশেষ ধরণের ফাংশন । 
'ইরর্যাসানাল” ফাংশনের (17806101781 00006107) উদাহরণ £ 

0২) /0%)» ০ 

, _ 

(২) 1০-2 ইত্যাদ । 
উপরের প্রত্যেকটি “ইরর্যাসানাল' (08001781). ফাংশনের উদাহরণে লক্ষ্য কর। যায় 
ভগ্নাংশের লব বা হর 'র্যাসানাল' (0810191091) ফাংশন নয় । 


উপরোস্ত ?তন ধরনের ফাংশন যথা £ বহুপদ ফাংশন, 'র্যাসানাল? (18610179) 
ফাংশন, “ইরর্যাসানাল' (10986109081) ফাংশন, একটি বিশেষ ফাংশন গোষ্ঠীর 
অন্তভূন্ত। এই বিশেষ ফাংশন গোষ্ঠীর নাম মুলদ কাংশনগোহ্মী (০1859 ০? 


ফাংশনের সীমা ও আঁবাচ্ছন্নতা ১০১ 


৪10601910 [010001017) | )/-৮70) একটি মূলদ ফাংশন হবে যাঁদ নিম্বালাঁখত 
সরমীকরণটি 'সদ্ধ হয় 

£০(2৮))7” 4 25 (2)0)%- 5 ++ 80৯) 70, 
যেখানে 2০৫), £:0), "৮ 2৫৯) এগখ্ীল কতক বৃুপদ রাশি । যে ফাংশনটি 
মূলদ ফাংশন নয় তাকে অম্ুুলদ ফাংশন (17017-91591810 বা [181730018010621 
[0110010910) বলে । যখন ))- 511) 2 বা ০095 তখন উভয় ফাংশনের »* এর অঞ্চল 
সমস্ত বাস্তব অক্ষরেখা এবং ফাংশনের মানগুলির এলাক। একটি বদ্ধ অন্তরাল যথা 
[-1,11; কিন্তু এই দুইটি ফাংশন কি মূলদ? যেহেতু 51 ০ বা ০০5 ০ 
নিম্বালীখত কোন সমীকরণ ?সদ্ধ করে ন। 

£0 (29007 4+ 25660) 2 ++ 2090)-0, 
সেতু এছ কাংশন দুটি অমূলদ । 
অমূলদ ফাংশনের উদাহরণ £ 

10) 7০৮ ; 25480, 1 

70) 75 1098825 ০550, 1 ; সমস্ত 'ন্রকোণামাতির ফাংশন এবং ?াবলোম ফাংশন যথা 
/09)- 3100-32%, ইত্যাঁদ ; এবং কতকগুলি পরাবৃত্ত সম্বন্ধীয় (177967৮911০) 
ফাংশন-__এই ফাংশনগুল [নিয়ে দেওয়। হল £ 








| টি ডি ০ ভিত 
91101) ০ 5 0051 ৮. 2 
০5 -- ০ 2 
(201) ১৮ 2 ইত্যাদি । 
6 


যখন ফাংশনটি »% এর একটি রাশ হিসাবে পাঁরক্কারভাবে লেখা থাকে তখন ফাংশনটিকে 
প্রত্যক্ষ ফাংশন (6%1011011 1017001011) বলে । যথা 
)/ল 222 + ৮৮476 বা 07 2 + 5110 2 
আবার যখন ফাংশনটি স্বন্টভাবে % এর একটি রাশ হিপেবে লেখা থাকে না তখন 
ফাংশনটিকে পরোক্ষ ফাংশন (110101101[6000099) বলে। যথা 
22044 250) +67)--0 


4.04 ফাংশনের ফাংশন 
মনে কর [তিনটি সেট আছে-যথা 2, % এবং 2; এখন 7 একটি ফাংশন যার 
দ্বারা 7 সেটের একটি বস্তু (*) এর সঙ্গত % সেটের একটি বস্তু 0) পাওয়। যায় এবং 


১০২ কলন-বদ্য। 
৪ একাঁট ফাংশন যার দ্বারা ৮ সেটের একি বস্তু 0) এর সঙ্গত 2 সেটের একাঁট বস্তু 


(2) পাওয়া যায়, তাহলে 4 সেটের একটি বস্তু (2) এর সঙ্গত 2 সেটের একটি বন্তু (2) 
পাওয়া বাবে । 


৬ গ 
% রর হ 
এক্ষেত্রে প্রতীকচিহ্ হিসেবে লেখা হবে 
₹-£110)] 
অথবা 2-£91605) 


উদ্দাহুরণ £ মনে কর 

)-0)- ১, % যে কোন একটি বাস্তব সংখ্যা 

2» £(0) » 511) ১ 7 যে কোন বাস্তব 

তাহলে 8০9/0৮%)- 81/0)]- 917 ০৫5 

এইভাবে ফাংশনের ফাংশন চাঁরাট বা আঁধক সেটের মধ্যে বার্ঘত করা যেতে পারে 
যেমন /09 8০94/0%)। অবশ্য এর্‌প ফাংশনের ক্ষেত্রে অণুলগ্ুীল ঠিকমত বার্ণিত 
হওয়া চাই। 
যাঁদ /০)]- হয় তবে £ ফাংশনাট / ফাংশনাটর বিলোম ফাংশন । এর্প 
ক্ষেত্রে ৫751 -$ লেখ। হয়। 


উদ্বাহুরণ। 10০-510 ৮ এবং ৪[/0)]- 910-5[10)] 
তবে £[705)] _ 517 10510 ১) 75০, অবশ্য বিলোম ফাংশনের বহুমানের 
প্রধান মান ()11105191) ধরতে হবে ; কারণ আমর। জান, 


911) 7১০-০717 1 (71) 9117-226, 


4.95 ফাংশনের প্রান্তবিন্দু £ 

মনে কর )-) একাঁট ফাংশন [এ, &] বদ্ধ অন্তরালে বার্ণত । এখন এই 
বদ্ধ অন্তরালে যত বাস্তব সংখ্যা আছে তাদের প্রত্যেকাটর সঙ্গত 7 আছে । তাহলে 
ফাংশনের মানগুলি একত্র করলে একাঁটি সেট 5 তৈরী হয় । এই সেট $' যাঁদ উভয় 
প্রান্তে বদ্ধ হয় তাহলে আমর৷ ফাংশনাঁটকে সপ্রাস্ত (6০:৩৫) বাঁল। অতএব 
ফাংশনের প্রাম্তবিন্দুর ধারণা $' সেটের প্রান্তাবন্দুর ধারণ। থেকে পাওয়া যায় । 


ফাংশনের সীমা ও আঁবাচ্ছন্নতা ১০৩ 
উদ্দাঙরণ 2 (১) মনে কর 


10)7-21+9% 7 71 গে শ্ু ॥ 
এখানে 7) এর লাঘষ্ঠ উচ্চ প্রান্তাবন্দু 2 এবং গারষ্ঠ নিম্ন প্রান্তাবন্দু 1; তাহলে 
1০০)-2+% ফাংশনাটি [ -1, 1] এই বদ্ধ অন্তরালে প্রান্তবদ্ধ অর্থাৎ 
1 1) এ 3; শেষ অসমতাঁটিকে লিখতে পারা বায়_ 
-ট €70%) € 3 অর্থাৎ 110) | 3 
মন্তব্য £ যখনই 170) ফাংশনাট কোন অন্তরালে প্রান্তবদ্ধ হয়, তখনই আমরা 
লিখতে পারি 110) | -&% 
(২) মনে কর 


/০)-১70 এ ৮ এ 1 


এখানে 1) এর গাঁরষ্ঠ নিয় প্রান্তবৈন্দু 1; কন্ত্ব1%) এর কোন লাঁঘষ্ঠ উচ্চ প্রান্তাবিন্দু 
নাই, কারণ তই শূন্যের কাছে যায় /(%) এর মান ততই বৃহৎ হইতে বৃহত্তর হয়। 


406 একদিষ্ট ফাংশন (1 01101016 10017001017) 

একটি ফাংশন 72) ষাঁদ এমন হয় যে 70) একটি বদ্ধ অন্তরাল [৫, &]তে 
সঠিকভাবে লংজ্দ্িত এবং 1061)0002), ৫5৮2 455 €&, তাহলে এই ফাংশনকে 
এক দি আরোহী ফাংশন (1091109607৩ 2506104175 বা 17001695178 
[0000100) বলে। অনুর্পভাবে যাঁদ /047)/0১5), 2 - হত হয, 
তবে)0%) কে এক দিষ্ট অআবরোহী ফাংশন (07010060109 05309104108 
ব। 06016251116 10170010917) বলে। 

যে বদ্ধ অন্তরাল [৫, &]তে, 7৮) ফাংশনটি সংভ্তিন্িত, সেই বদ্ধ অন্তরালকে 
সসীম সংখ্যক উপঅন্তরালে (3001069৬91) ভাগ করলে 70) যাঁদ এক দিষ্ট ব্‌প 
নেয়, তাহলে /%) কে সাধারণভাবে গ্রকদ্ধিষ্ট বল৷ হয় । যেমন )) - 51 » ফাংশনটি 
- [০, 2ক্ষা] বন্ধ অন্তরালে সাধারণভাবে একদিষ্ট । 





[0,2%] অন্তরালে ))- ৯1) % এর লেখ 


১০৪ কলন-াবদয। 


উদ্দাহুরণ 

(1) ১-৪* ফাংশনটি যে কোন বদ্ধ অন্তরালে একদিষ্ট আরোহী ফাংশন 
কারণ 2৪১৮1. 

(1) -19£5% (১০) ফাংশনটি যে কোন বদ্ধ অন্তরালে একাঁদষ্ট আরোহী 
ফাংশন । 

উপরোক্ত একাঁদষ্ট ফাংশনের সংজ্ঞায় ঘাঁদ “সমতাচিহ, না থাকে তাহলে 
ফাংশনটিকে ষথাযথ (9115119) একাদষ্ট ফাংশন বলে। 


407 ধনাত্মক, খনাত্মক, যুগ ও অধুগা কাংশন 

[৫, &] বদ্ধ অন্তরালে 70) কে ধনাত্মক 02০95101০) বল হবে যাঁদ প্রত্যেক 
2 € [৫১ &] এর জন্য /(১০)৯০ হয়। 

অনুরূপভাবে [৫, &] অন্তরালে /(০0 কে খানাত্মক (1)6891৮9) বলা হবে যাঁদ 
প্রত্যেক % € [৫, 9] এর জন্য /0)0 হয় । 

[৫, &] বদ্ধ অন্তরালে /(2%) কে যুখ্ম (০৮০) ফাংশন বল৷ হয় যাঁদ প্রত্যেক 
2 € [9১ 9] এর জন্য 70) -710- %) হয়। 

উদ্দাহরণ £_-005 ০ একটি যুগ্ম ফাংশন, কারণ €0০5(- ১০) ৮ 003 2. 


অনুরূপভাবে [৫, &] বৃদ্ধ অন্তরালে 19) কে আঅধুগ্ম (০) ফাংশন বল৷ হয় যাঁদ 
প্রত্যেক & € (৫, &] এর জন্য 10)-৮ 7-10- 5) হয় । 


উদ্দাহরণ 91 2 একটি অধুগ্ম ফাংশন, কারণ 91700- ১) _ 910 ০. 


ব্যতিক্রম ;__ 6* ফাংশন যুগ্ বা অযুগ্ কোনটাই নয় । কারণ 
6.5 726% 


বা 2226 762 , 


4.08 বুচলরাশির ফাংশন (101701101 0৫ 56৮6121 ৬৪.120125) 

এতক্ষণ ধরে যে ফাংশন এবং তার ?বাঁভন্ন ধর্মের কথা উল্লেখ করা হল ত৷ সবই 
একচলরাশির ফাংশন। কিন্তু কলনাবদ্যায় বহুচলরাশর ফাংশনের আলোচনাও 
দরকার । পূর্ববতাঁ আলোচনীয় সবসময় বাস্তব অক্ষরেখায় বন্দু সমষ্টি নিয়ে (অর্থাৎ 
একমান্রক 1বন্দুসমক্টি নিয়ে) দুইটি সেটের মধ্যে ফাংশন সম্বদ্ধ আলোচিত হয়েছে । এই 
একমান্রিক (0186 ৫17)115101091) দেশের (0৪০6) সেট ছাড়াও আরও অনেক দেশ 


ফাংশনের সীমা ও আঁবাচ্ছি্নত। ১০৫ 


আছে, যেমন কার্টেসীয় সমতলের দেশ ব৷ ছ্বিমাত্রক দেশ (৮/০ 0171615310109] 
508০) এবং আমাদের জগৎ (অর্থাৎ ভ্রিমান্রক দেশ ) (00196 0171161510109] 
5১802) । এখন ফাংশনের ধারণা প্রসারত করে বলতে হলে বল। যায় যে কোন 
দুইটি সেটের মধ্যে 7 এমন একটি সন্বন্ধ যার দ্বার একটি সেটের বস্তুর বদলে অপর 
সেটের একটিমান্র বস্তু পাওয়। যায় । 


এখানে % বা ৮ সেট যে কোন দেশে থাকতে পারে অর্থাৎ 47 বা ] একমান্রক 
বা! দিনা খ: ত্রিমান্রক সেটও হতে পারে । 


উচ্চগাঁণতে ॥-মান্রক দেশও (7-01176175191)8] 9১4০০) কল্পন। করা হয়। 
একাঁট সহজ উদাহরণ হসাবে বলা যায় কোন গ্যাসের আয়তন উহার চাপ ও 
তাপাংকের একাঁট ফাংশন, কারণ ৮1 - 4৫?" (4 একট ধুবক) : অতএব দেখ যায় 
7712, 2) । তাহলে এখানে স্বাধীন চলরাশি দুইটি যথা £ (চাপ) এবং এ 
( তাপাংক )। এখন এই দুইটি স্বাধীন চলরাশির দেশ আমাদের কার্টেসীয় সমতল, 
এই কার্টেসীয় সমতলে প্রত্যেক (7. ? বিন্দুর সঙ্গত একি 7 আছে । এই ধারণ। 
থেকেই আমরা বুঝতে পার যে 


20, 7) ফাংশনের আস্তত্ব বর্তমান । (৮, 9) চলর।শধুগল দ্বিমান্রক দেশে 
আছে এবং./ একটি রূপান্তর (0720108) যার দ্বারা দিম্যান্রক দেশের একাঁটি বিন্দুর 
বদলে একমাত্রক দেশের একটি মান্র বিন্দু £ পাওয়া যাবে । আবার হ যে সবসময় 
একমান্রক দেশে থাকবেই এমন কোন কথা নেই, কারণ এ অন্য দেশেও থাকতে পারে, 
7 সেই দুইটি দেশের 'বন্দুদের মধ্যে সন্বদ্ধ স্থাপক । অবশ্য যখনই 2৮10০ )) লেখ 
হবে, তখনই (০, 9) চলরাশিদ্বয়ের অণল বা এলাক৷ সুস্পষ্টভাবে বাণিত থাকবে যাতে 


রর 


১০৬ কলন-াবদদ 


র এর মানগুলি কেবলমাত্র সেই অঞ্চলে সঠিকভাবে সংাঁজ্ঞত হয় । যেমন আমর 
বলতে পারি 
2102 ১), 


যখন ০7২৮, ৫494; 


84 


3০০৫ ০০ 


অর্থাৎ এখানে স্বাধীন দুইটি চলরাশির অণচল একটি আয়তক্ষেত্রে। সাধারণভাবে 

স্বাধীন দুইটি চলরাশর অগ্চল যে কোন ক্ষেত্র দ্বারা বাঁণত হতে পারে, যেমন কোন 

বৃত্তের অভ্যন্তর ব৷ পাঁরাধ দ্বারা । এইভাবে ফাংশনের ধারণ! প্রসারিত করে লেখ যায় 
& ৮00০5 0, 2) 


এবং % - মান্রক দেশে লেখ৷ হয় 
7105, ০5 ১১905) 


উদ্দাহরণ £ 1. 9 

এখানে £ চলরাশি % এবং 7 চলরাশিদ্ধয়ের ফাংশন । ০% এবং )/এ কেবল 
ধনাত্মক বাস্তবসংখ্যা বসালে £ একটি আয়তক্ষেন্র ব৷ বর্গক্ষেত্রের কাল 'নরদেশ করে । 
অতএব ১ ও / এর অঞ্চল সমতলের সসীম প্রথম চতুর্থাংশ (015 ৭08018100) | 





উদাহরণ 2 2. ৮-%02 
এখানে &% চলরাঁশ ১, 7, 2 এই তিনটি চলরাশর ফাংশন । ৫, 9, 2 এ কেবল 
ধনাতাক বাস্তবসংখ্যা বসালে £ একাঁট আয়তঘন বা ঘনকের আয়তন গনর্দেশ করে। 


ফাংশনের সীম। ও আঁবাঁচ্ছন্লত। ড়া 
উদ্বাহরণ $ 3. হ2-2১-) 


এখানে % ও ) এর যে কোন বাস্তব ্ংখ্যায় 2 সধাজ্ঞত হয় । অতএব সমস্ত 
7৮স-সমতল (সসীম ) স্বাধীন চলরাশির অগুল । 
উদ্বাহুরণ 2 4. 27108 (+০) , 

যেহেতু লগারাঁথমের সাঠিক বাস্তব মানের জন্য িম্নীলাখত অসমতাটি সদ্ধ হওয়া 
দরকার ৮+)১০ বা)১ - 9 

অতএব এখানে স্বাধীন চলরাশির অণ্চল হবে 77০ -% সরলরেখার উপরে 
অর্ধ-সমতল । 





উদ্দাহরণ 2 5. 2- 4 2 
72 1+90)5 





এখানে স্বাধীন চলরাশর অণ্চল সসীম 50 সমতল, কেবলমাত্র -.0 এবং )-0. 


0 
দুটি বাদ দিতে হবে, কারণ যখন ৮-৮--০, তখন 2-ট 1৫ অর্থহীন )। 


4.09 একচলরাশির ফাংশনের সীম! 2 
প্রাথমিক মন্তব্যে একচলরাশর ফাংশনের সীমার কথা কিছু বলা হয়েছে । এখন 
ফাংশনের সীমার কথা বিস্তারতভাবে আলোচনা কর৷ হবে । 


অংজ্ঞী 1 যখন -৮৯০-09 (৫ একাঁট 'নদিষ্ট বাস্তব সংখ্যা) তখন % যে সব 
মান ধারণ করে তাদের ক্ষেত্রে 10) এর মানগুঁল কোন সসীম সংখ্য। /$ এর কাছে 
পৌঁগ্থায় অথবা /(%) এর মান সবন্র 1, এর সমান থাকে ), তাহলে /£ কে 40৮) এর 


বামদ্দিকের লীম। (15101790 11010 বলে এবং লেখা হয় ||): ০০45" 
পা 


১০৮ কলন-াবদ্য। 


উপরোক্ত সংজ্ঞ। নিম্নীলাখত আকারে কলন-বিদ্যায় দেওয়া হয় ? 
সংজ্ঞা 2 একটি ফাংশন 10০০) এর বামাঁদকের সামা / থাকবে যখন 
১৫৯৫ - ০ যাঁদ প্রত্যেক ধনাত্মক সংখ্যা € (যতই ছোট হোক না কেন) এর ক্ষেত্রে 
একাঁট ধনাত্মক সংখ্যা 9 এমন থাকে যাতে 'নিশ্ীলাঁখত অসমতাঁট সিদ্ধ হয় 
, 15775) 1 45, 


যখন ০-০-০-৪ 


সংজ্ঞা 3 যখন %-৯৫+০0 (৫? একটি 'নাদিষ্ক বাস্তব সংখ্যা) তখন * যে 
সব মান ধারণ করে তাদের ক্ষেত্রে/0,) এর মানগু'লি কোন সসীম সংখ্যা /০ এর কাছে 
পৌছায় অথবা./(9) এর মান সর্বন্র /১ এর সমান থাকে ), তাহলে 72 কে 7) এর 


ডানদিকেয় সীমা 0151)6 17900 11710) বলে এবং লেখা হয় 117) :10)-1, 
ও ১৯৪70 


উপরোন্ত সংজ্ঞা নিশ্নীলখিত আকারে কলন-াবদ্যায় দেওয়া হয় £ 
সংজ্ঞা 4 একটি ফাংশন 0১) এর ডানাদকের সীমা 15 থাকবে যখন 
-৯৪+০৮ যাঁদ প্রত্যেক ধনাত্মক সংখ্যা € (যতই ছোট হোক ন। কেন) এর ক্ষেত্রে 
একটি ধনাত্মক সংখ্য। 9 এমন থাকে যাতে নিশ্নীলাখত অসমতাটি সিদ্ধ হয় 
| /5-7) | এ, 
যখন ৫-১-৪+ ০. 


সংজ্ঞা 5 যখন ০৯৪ (অর্থাৎ ৮-৯৫-০ এবং +-৯৪+০, কিন্তু 2556) 
তখন 70) এর বামাঁদকের সীমা ! যাঁদ 70) এর ডানাঁদকের সীম। 15 এর সমান 
হয় অর্থাৎ ,-/5-1/( ধর), তবে বলা হয় 10) এর সীমা 7 যখন --৯৪ এবং 
লেখা হয় 110) 10১)- 1. 

শা 
উপরোক্ত সংজ্ঞ। কলনাবদ্যায় « এর সাহায্যে নিম্নীলাখত আকারে লেখা হয় : 
তন্ত€ একটি ফাংশন 70৯) এর সীমা / থাকবে'যখন 2 -* ০, যাঁদ 
প্রত্যেক ধনাত্মক সংখ্যা € (যতই ছোট হোক না কেন ) এর ক্ষেত্রে একটি ধনাত্মক সংখ্য। 
৪ এমন থাকে যাতে নিম্নীলাখত অসমতাটি সদ্ধ হয় 
| /£-705) 1 € ৪, 
যখন ০ € 17-21| €6 অর্থাৎ 2 1" (৫, ০9)-মুন্ত অন্তরাল (৫-_০, 
?+6) এর £ বাদে সব বাস্তব সংখ্যার অণ্চল। 


ফাংশনের সীম। ও আঁবাচ্ছনত। ১০৯ 


উপরোন্ত সংজ্ঞা থেকে বুঝা যায় যে যখন ৮ -৯» ৫, তখন 70) -৯/, 
যাঁদ 95 1" (৫, 9) হলেই 109) € মি" (1.5) হয়। সংলগ্র চিত্রে দেখ। যায় 
এর মান যখনই -৪০-9 এবং ১-৪+ এই লাইন দুইটির মধ্যে থাকবে 
(অবশ্য «72 2) তখনই 17) এর মান লেখাঁচন্রে 4801 আয়তক্ষেত্রের ম্‌ 


(৩ 


থাকবে । € এর মান যখন ক্ষুদ্র হতে ক্ষুদ্ূতর হবে তখন /(%) এর মান এবুপ একটি 
ক্ষুদুতর আয়তক্ষেত্রের মধ্যে থাকবে এবং এ আয়তক্ষেত্রের্‌ মধ্যে ৮-1/ লাইনাঁট সবসময় 
থাকবে আয়তক্ষেত্রাট যতই ক্ষুদ্র হোক না কেন। এরুপ 'চত্রের সাহায্যে ফাংশনের 
সীমার ধারণ। বোধ হয় পাঠকগণের কাছে খুব সহজ হয়ে উঠবে । 





উদ্দাহরণ 1 মনে কর 7(0৮)-297 এখন 110 76৮) আলোচন৷ 
- নট এ 
করা হবে। 
প্রথম পদ্ধতি ৫ যখন ৮ -৯2-০0, তখন মনে করা যাক এ [নম্নীলাখত 
মানগুল ধারণ করে 
1:9, 199, 1999, 19999, .** ইত্যাদ । 
অতএব 70) এর মানগু'ল হবে 
38, 598, 31998, 3999১, -* ইত্যাদ । 
স্পষ্টতঃই দেখা যায় 70) - 4, যখন 7279 


অর্থাৎ 11] /(0)-4 
৮-৮275-09 


পুনরায় যখন 2 -৯ 2+0, তখন ধরা যাক “ নিম্নলাখত মানগুলি ধারণ করে ৪ 
2:01, 2001, 2:00015, 2009001, """ ইতদ | 
অতএব /(%) এর মানগুীল হবে 
4:02, 4002, 40002, 400002, ".. ইত্যাঁদ। 
»্পষ্টতঃই দেখ। যায় 10) -৯ 4, যখন ৮ -৯2+0 


অর্থাৎ 11) 70৯)-4 
97৯ 249 


১১০ কলন-াবদ্যা 


যেহেতু 117) 109) 47117) 10), সংজ্ঞা 5 অনুসারে 
৩ -৯2-70 এ -৯2+09 

আমর পাই 709) -৯4, যখন -৯2 
অর্থাৎ 1117) 70)-4 


০ শ্্সি 


ভ্িভীয় পদ্ধতি ৫ সংজ্ঞ। 6 অনুসারে আমর৷ প্রমাণ করতে পাঁর যে 


111) 2৮74 
০৫ --৯ 2 
যাঁদ 117)  27-4 হয়, তবে সংজ্ঞা অনুসারে জান যে 'নম্বালাঞ্চত 
20-৯2 
অসমতাঁট সিদ্ধ হবে 


| 2-4 | € ও, যখন 0 -€1১-21| € 9 
এখন | 2%-4 | এ € হলে আমরা পাই 
2 |20-2 | এ € 


অর্থাৎ |-2| এ ভ 


অতএব দেখ৷ যায় প্রাত € (১৯ 0) এর ক্ষেত্রে 9-5/2 এমন একটি ধনাত্বক 
সংখ্যা আছে যার দ্বারা |.27%-4 | € ৪, যখন ০0 -₹€1%-21 6812; 


প্রাত « এর ক্ষেত্রে 9 এর এই আস্তত্ব প্রমাণ করে 110 29 ধু 
টে গা 


বস্তব্য 2 
(1) প্রথম পদ্ধাততে 1/(%) এর সীম। 'নর্ধারত হলে।। 
(11) দ্বিতীয় পদ্ধতিতে 7) এর সীমা যে 4 তা প্রমাণিত হলো । 


(1) 1] 22 2.2-4% ; এরুপ লেখ ভ্রান্তিমূলক, কারণ যাঁদ /0-০)- 2 
20-১2 
হয়, তবে /(2)-2.2-4; অতএব সীম! নির্ধারণের ক্ষেত্রে এরূপ লেখাতে 
ফাংশনের মান 'নর্ধারত হলে।। ফাংশনের মান 102) এবং 11) 70) এক্ষেত্রে 
20:৯2 


যাঁদও সমান, সাধারণভাবে দুইটি সমান নাও হতে পারে। এ প্রসঙ্গে আলোচনা 
চতুর্থ অধ্যায়ে বিশদুভ়াবে কর! হবে! 
(0) |: 2৮1 202+/)-202+০)-43 এরূপ লেখাও 
॥%-৯এ ॥-৯০ 
রান্তিমূলক, কারণ এখানে বলা উচিত 


117) 20271) 5 1107 47110 2, 
॥-৯9 £ -৯ ০0 / -৯ 0 


ফাংশনের সীমা ও আঁবাঁচ্ছন্নত। ১১১ 


উহা। একটি সীমা নির্ধারণের নিয়ম ; অতএব সংজ্ঞা থেকে সীমা নির্ধারণ করতে 
বল৷ হলে এই নিয়মের সাহায্য নেওয়া যেতে পারে না। উপর্তু 17) 2%-2.0 


॥ _-৯ 0 
লেখা যেতে পারে না ; ইহা দেখাতে হলে 112; :2% এবং 110) 21 আলোচন। 
/-৯০-0 ॥_0+0 


কর! উঁচত। 


উদ্দাহরণ 2 মনে কর 10০) [%] ; এখন 110 ৃঁ 17) আলোচনা কর! যাক । 
১৯ 


4.02 অনুচ্ছেদের উদাহরণ 11 তে এই ফাংশনাটর লেখাঁচন্র দেখানো হয়েছে । 
অনেক সময় লেখাঁচন্ত থেকে সীম। 'নর্ধারণ কর সহজ হয় । লেখাঁচন্র থেকে দেখ যায় 
যখন ০-৯1 -0, তখন 10)- 0 


]1]া। 70১)-9 
১৮-৯]-0 


পুনরায় ধখন ৮-*1 +০, তখন 0)-] 
]1]) 10০)- 1 
৯] +0 


যেহেতু 1170 10)7৮ 1170 10), টড 102) বিদ্যমান নয়। 
১০৯ 


১৯] -0 ১-৯]+ 


উদ্রাহরণ 3 মনে কর /0৮)- 11 ; এখন 117) 7) আলোচনা কর। 


০০৯ 
4.0 অনুচ্ছেদের উদাহরণ 10 তে এই ফাংশনটির লেখচিন্র দেখানে হয়েছে । 
লেখাঁচন্র থেকে দেখ যায় যখন ০-:০-০, তখন (০) এর মানগু!ল কমতে কমতে 
শৃন্যের কাছে ( কখনই শূন্য হয় না) পৌছায় ; অতএব আমরা লিখতে পারি 


]1]) 10)-0 
১-৮০-০ 


পুনরায় যখন »-৯০+০, তখনও 4) এর মানগুলি কমতে কমতে শৃন্যের কাছে 
( কখনই শূন্য হয় না, কারণ 7:৮0) পৌছায়, অতএব আমর। লিখতে পার 
111) 10)-9 
০-৯০+0 


| যেহেতু 110) 10) - 0- 11] 405), অতএব |) :00৯)-0 
১৯0 - ১৯০4৮ ০ ১৯ 


4.8) একচলরাশির ফাংশনের অন্যপ্রকার সীমা 
4.09 অনুচ্ছেদে একচলরাশির ফাংশনের সীমার আলোচনায় আমরা ৫ একটি 


১১২ কলন-1বদয। 


নিদিষ্ট বাস্তব (সসীম) সংখ্যা ধরোছি এবং 70) এর সীমা বলতে একটি সসীম সংখ্যা 
মনে করোছ। কিন্তু যখন *-৫ তখন /০) এর মানগুি বাড়তে বাড়তে বা কমতে 
কমতে যাঁদ কোন সসীম সংখ্যার কাছে না পৌঁছায়, তাহলে 7) এর সীমা প্রকৃতপক্ষে 
থাকে ন৷ অর্থাৎ যাঁদ 70) মানগুলির সেটের কোন প্রান্তক বিন্দু না থাকে তখন 
/0) এর সীমার কিরুপে আলোচনা কর৷ যাবে? কলন বিদ্যায় বাস্তব সংখ্যার যে 
অক্ষরেখা তার তে। কোন সীম প্রান্ত পাওয়া যায় না, তবুও কলন 'বদ্যার আলোচনার 
সুবধার জন্য দুইটি আদর্শ প্রান্তিক বিন্দু যথা -০০ এবং +০০ কষ্পন৷ করে 
নেওয়৷ হয় । এই কষ্পনার ফলে নিম্ীলাখত সীমাগুটলর আলোচন। সন্তবপর হয় :-- 
111 /02)- + ০0১ 111] 1056)- ০0, 
৮৮৫ ১67৯৫ 
171 1), 117 109) 
১7৮ +০0 7৮700 
এখন এই সব সীমার সংজ্ঞ৷ দেবার চেষ্ঠ। কর! হবে । 
ভা 1 110 /0১0- + ০০ প্রতীক-চিক্কের অর্থ এইরূপ যে যাঁদ প্রত্যেক ধনাত্মক 
»-৯৫ 
সংখ্যা // (ষতই বড় হোক না কেন) এর ক্ষেত্রে এমন একটি ধনাত্মক সংখ্যা & 
থাকে যাতে , 
70) ১ 4 হয়, 
যখনই ০0 এ | --এ | € ০. 


সংভ্ভা 2 117 /0৮)- _ ০০ প্রতীক-চক্ের অর্থ এইরূপ যে যাঁদ প্রতোক ধনাত্মক 
২7৯৫ 


সংখ্যা 74 (যতই বড় হোক না কেন) এর ক্ষেত্রে এমন একটি ধনাত্মক সংখ্যা 9 থাকে 
যাতে 
100 এ 74৫ হয়, 
যখনই ০0 € |০৮%-৪ | € 9. 
সংজ্ঞা 3 117) 0)? প্রতীক-চক্ষ্রে অর্থ এইরূপ যে যাঁদ প্রত্যেক ধনাত্মক 
১৯৮০৩ 
সংখ্যা « (যত ছেট হোক না৷ কেন ) এর ক্ষেত্রে এমন একটি ধনাত্মক সংখ্য। 74 (যতই 
বড় হোক না৷ কেন) থাকে যাতে 
| /-/05) | এ € হয়ঃ 
যখনই % ১৯14. 


ফাংশনের সীম। ও আববাচ্ছন্নত। ১১৩ 
সংভ্ঞ1। 4 110) 7০)--1 প্রতীক-চিহ্বের অর্থ এইরূপ যে, যাঁদ প্রত্যেক ধনাত্মক 
7-৮7-090 
সংখ্যা € (ঘতই ছোট হোক না কেন) এর ক্ষেত্রে এমন একটি ধনাত্মক সংখ্যা 1৫ 
(যতই বড় হোক ন। কেন ) থাকে যাতে 
| 1--109) | এ € হয়, 
যখনই % € 14. 


উদ্দাহরণ হ সংজ্ঞা অনুসারে প্রমাণ কর 
] 
দি এ ৯], 
(5210৭, যখন % 
সমাধান ই উীন্তটি সত্য হবে যাঁদ প্রত্যেক ধনাত্মক সংখ্যা 74 (ষত বড় হোক না কেন) 
এর ক্ষেত্রে একটি ধনাত্মক সংখ্যা 6 থাকে যাতে 


| 


8 0 পা 6. 
চিত যখন ৪ 1] | এ 


এখন £ ৯1 হলে আমরা পাই 


হিট 
(১৮-1) 

1] 
অর্থাঘ 0 |০-1 | এ 
7 


অতএব দেখা যায় প্রাত 1 এর জন্য ০- হন [বদ্যমান লতি উপরোল্ত 
অসমতাটি সিদ্ধ হয়। প্রতি 7 এর জন্য 9 এব আ'ন্তত্বই প্রমাণ করে 
নে ভিন ০০১ যখন ৮-৯1. 
4.11 একচলরাশির কাংশনের সীমার কয়েকটি উপপাস্ভ 
- উপপাস্কত 1 যাঁদ 1170 7) বিদ্যমান থাকে, তবে এই সীমা আদ্িতীয় । 
শা 


৯৫ 


| প্রমাণ 2 যাঁদ সম্ভব হয়, ধর৷ ষাক 
110) 10০)-7 
টি গা: 


এবং |) 70)-7 
৫ 


১১৪ কলন-াবদয। 


সীমার সংজ্ঞা থেকে আমরা জানি বে প্রতি «€৯0) এর জনয একটি ধনাক সংখ 
৪ থাকবে যাতে 
|10)-/ | € 2/2, 0 €1১-21 € 9 
এবং 110)-/ | €5/2, 0 € 1১:-81 € ৪. 
এখন 11711 ৮ 17-0)+:০)-11 € 17001 +1/০)-71 
নুনু লি সি লি রশ | এবং+ 151) 
যেহেতু € যত খুশী ছোট ধরা যেতে পারে, সেহেতু 
1-17-0 অর্থাৎ 1- 1? 
অতএব 117 70১) আদ্বতীয় । 
১৯৫ 
উপপাছ্ঠ 2 যাঁদ 10) যখন -:৪ এবং £০৮)-১7% যখন » ৫, তবে 
/(05)+80%)-৮/+ 71 যখন ১১৪. 


প্রমাণ £ সীমার সংজ্ঞা অনুসারে 
| 17100 1 4120 এ 1-91 এ 8 
| 72-505) | এ:5/2, 0 € 1 -41| € 62 
এখন 6+ এবং 65 এর চেয়ে ছোট একাঁট ধনাত্বক সংখ্যা 9 ধরা বাক যাতে 
| 17100) 1 “৫ 5/2১ 1 7৫-£(9) | এ৪/2, যখন 0 € | %-৪ 1] €6 
অতএব আমরা পাই 
| (/7+77)-110)7+ 8001 | ৮» 1177-90)) ৮1777 20)1 | 
এ 1 2770) 1 + 1717 2090) | 4212+5/12-65,0 € | ০-৪| 9 
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'নিম্বীলাখত কয়েকটি উপপ।দ্য সীমা নির্ধারণের জন্য খুবই প্রয়োজনীয় ; এই 
উপপাদ্যগুলর প্রমাণ দেওয়া! হলো ন।; পাঠকগণের প্রমাণ করার অভ্যাস কর। ভাল £__ 


উপপাস্ত 6. যাঁদ 1170 ?6()-/ এবং এ ০4০) 108) হয়, 


৮৯৫ 


তবে 11) নি রী 


শ্৫ ০৯৫ 
উপপাস্ত ৮. যাঁদ 110) 710) -1 এবং 117) ৯ এ হয়, তবে 
পিঠে 7-7৯৩০৩ 


111 702%) - 


পি 


ভপপাস্ত ৪. যাঁদ প্রত্যেক বর্ম 15%) এমন হয় যে 11) 7০%-7- এবং 


711--৯০০ 


117) :/0)-1 হয়, তবে 11 :1০)-1. 


7০০ 7৯৫ 

মন্তব্য £_ উপপাদ্য 8 সামা নির্ধারণের সময় নিক্ালাখতভাবে প্রয়োগ করা 
যেতে পারে £__ 

যাঁদ এমন দুইটি কলম (১%1 এবং $1/,1 ধরা যায় ষাতে 

117) 2৮০০৮1104৮9 কিন্তু যখন ॥-৯০০,/0%) এবং 1৫৮) দুইটি 


7--৮০০ 7-৮০০ 


পৃথক সীমায় পৌঁছায়, তবে 112) 70%) বিদ্যমান ধ্বকতে পারে না। 


৫ 


ফাংশনের সীমা ও আঁবাচ্ছিল্নতা ১১৭ 


ষ্টব্য 2-_যাঁদ 10৯) 0) এবং 10700 ও 1070৯) 


শ্্ট৫ ০০৯০ 
বিদ্যমান থাকে, তবে. 


117) 10 09) €117) 7509) 


০৮৮৯৫ ১-৯ 
আর একটি উপপাদ্যের কথা কেবলমান্র বিবৃত করে এই অনুচ্ছেদ শেষ কর৷ হবে। 
উপপাদ্যটি 1বখ্যাত গাঁণাত্ক কাঁসর দেওয়া । উপপাদ্যটি সীম গনর্ধারণ ক্ষেত্রে খুবই 
প্রয়োজনীয় । 


কির বিশেষ উপপাগ্ত £ 
* যাঁদ প্রতোক ধনাত্মক € এর ক্ষেত্রে একটি ধনায়ক সংখ্যা 9 থাকে যাতে যখনই 
25 5 দ্বারা নিম্বলাখিত অসমতাগুল 'সদ্ধ হয় 
0 4 1 25-7-4 | শু 9.0 € 1 ৫-৪81 শু 9 

তখনহ 1/055) 77059) ] এ € সিদ্ধ হয়, 

তাহলে ১-৯এ হলে 709) এর সাঁমা থাকবে এবং িবপরীতক্রমে 70) এর সীম। 
থাকলে সর্তটি ?সদ্ধ হবে । অতএব কাঁস সতটি আবশ্যক (0699959179) এবং পথ্যাপ্ত 
(900001911) । 
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অতএব এখানে «-৪ 3 প্রাতি 9 এর জন্য € এর আস্তত্বই প্রমাণ করে 
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১২২ কলন-বিদ্যা, 


সুতরাং 1177) 5911) £.-0. 
১৯০ র 


4.12 বন্ছুচলরাশির ফাংশনের জীম। 2 

বহুচলরাশির ফাংশনের ধারণ। সম্বন্ধে 408 অনুচ্ছেদে সংক্ষপে বল হয়েছে । 
এখানে আমরা বহুচলরীশির ফাংশনের সীমার কথাও সংক্ষেপে আলোচনা করব । 
আলোচন। সহজ হবে যাঁদ আমর! দুইচলরাশি ফাংশন নিয়ে আলোচন৷ কার । এখন 
দুই চলরাশর একটি ফাংশন মনে কর 70৮, )); এখন (৮, চলরাশিষুগল 
'দ্বমাত্রক দেশে অবাস্থিত, তাহলে 70) ফাংশনটি দ্বিমাত্রক দেশে একটি অঞুলে 
সংজ্ঞত। মনে কর (৮, ))-১6৪, &) অর্থাৎ (৬, 0) চলরাশিষুগল "দ্বনান্রিক দেশে 
একটি নিদিষ্ট বিন্দুর (যথ। (৫, ৮) ) কাছে পৌঁছায় ; একমান্রক দেশে যেমন 2-+৪ 
বললে চ্ঈরাঁশ ০ এর * কাছে পৌছাতে হলে দুইটিমান্র দিক (যথা বাম ও ভান 
দক) থাকে, তেমন (১ ))-৯৫৫, &) বললে চলরাশিযুগল (৮, 7) নির্দিষ্ট বন্দু 
(৫, 9) এর কাছে পৌহাতে হলে কয়টি দিক আছে তা বিশদভাবে আলোচনা করে 
নিতে হবে। 'দ্বমান্রক দেশে কোন নিদষ্ঠ বিন্দুর কাছে পৌঁছাতে হলে অনন্ত দিক 
আছে অর্থাং এ 'নাঁদষ্ট বন্দুর কাছে পৌছাতে হলে দ্বিমান্রক দেশে ষে কোন 
সরলরেখা বা ষে কোন বক্ররেখা (অবশ্য এ রেখা 'নাদষ্ঠ বন্ধু আতক্রম করবে ) 
দিয়েই পৌঁছাতে হবে। তাই »-৯৫ প্রতীক চিহ্নটি বুঝতে হলে যেমন লেখা 
হয় ০-৯৫+ এবং ৮-৯৫-১ ০১ )--৫০, ৪) প্রতীকচিহৃটি বুঝতে হলে এইর্‌প 
কোন সসীমসংখ্যক প্রতীকণিহ্ন সমূহের সাহায্যে লেখা যায় ন।। 


সুতরাং চলরাশিষুগ্লল (০, 7) যে কোন রেখার মধ্য দিয়ে যখন একটি 'নাঁদষ্ট 
বিন্দু ৫, &) এর কাছে পৌছায়, তখন যাঁদ 7 (০, )) এর মানগুলি একটি বাস্তব 
সংখ্যা ? এর কাছে পৌছায় (ব৷ /0০০) মান সবন্নধ !এর সমান থাকে) তবে 
আমর! বাঁল 10, )) এর সীমা ? যখন (০, ))-৯৫৫, &) ; প্রতীকচিক্ক হিসাবে 
লেখ হয়__ 
111) ।] (৮১ 0) ০৮4. 
(০, 0৯৫, &) 
কখনও কখনও উপরোক্ত প্রতীক চিহ্ন 'নম্বলাখতভাবে লেখা হয় £ 


117) :7(09,0)--4. 
টি ৫1 
)-৯৪ 


ফাংশনের সীমা ও আঁবাচ্ছন্নতা ১২৩, 


উ্রোন্ত প্রতীকচিহ্ছের সাঁহত নিমের প্রতীকাঁচহন দুইটি তুলনামূলকভাবে লক্ষ্য 
কর৷ উাঁচত £ 


11] 11] 7095 7) 
)-১৮ ১-৮ 


|]. 11] 7055, 7) 
১০৮৫ 0-8 


প্রথম প্রতীকচিহ্টিতে পৃথকভাবে প্রথমে %-৯৪ এবং পরে )-১৯; ্বিতীয় 
প্রতীকাঁচহৃটিতে পৃথকভাবে প্রথমে )-৯৮ এবং পরে -৯৪ 1; এই দুইটি সীমাকে 
পুনরাবৃত্ত (২60062654 বা 1918654) সীমা! বলে । আর 11) 76৮) কে 


7৯৫ 
)-৮% 
ছিসীমা! (00016 11071) বলে। 
সংজ্ঞা ঃ প্রতীকচিহ 11) :/(2৮9)ল1 বা 1170 /(৮০))-/ 
৮০ (১, 0), 8) 


1৯ 
দ্বারা আমরা বুঝ যে প্রাত ধনাত্মক সংখ্যা € (ষতই ছোট হোক ন। কেন ) এর ক্ষেত্রে 
একটি ধনাত্মক সংখ্যা 8 থাকবে যাতে 
| /-/0 0) 1 এছ, 
ষখনই ০ € 1 -৪ | € ০9 এবং ০-|)-৮1 € 9 


দ্বিসীম! এবং পুররাবৃত্ত সীমার সম্পর্ক £ 

যখন (০৫, ))-১৫৫, ৮), তখন যাঁদ 7€৮, 7) এর দ্বি-স।.- 'বদ্যমান থাকে, 
তবে 7০, )) এর দুইটি পুনরাবৃত্ত সীমাও বিদ্যমান থাকবে -বং তিনটি সীমা 
সমান হবে । 

কিন্তু যাঁদ দুইটি পুনরাবৃত্ত সীমা অসমান হয়, তবে 'দ্বি-সীম। থাকতে পারে না । 

পুনরায় যাঁদ দুইটি পুনরাবৃত্ত সীমা সমান হয়, তবে 'দ্ব-সীম। বিদ্যমান থাকতে পারে 
বা নাও পারে। 

উদ্দাহরণ। মনে কর /৫৮ ১), 


১০+)) 


এখানে 117) 110) ৩ -]1]) ১ 10০1 ল্ 
0৯0 ১-৯০ 77 ৯0:71 2/-৮9 


আবার 117) 117 1100 ৯)- 117 ০-0 
-৯০ )-১9 ॥+)) ০০-৮০ ১০7৮০ 


১২৪ কলন-াবদ্য। 





যেহেতু 1110 117 9) ০211 |] 
77৯0 ১7৮০ ১+)) * -১০ ১৯০ +0)” 
117) 


১৯০ +) যর 
)-*0 


ণবদ্যমান থাকতে পারে না। 


প্রকৃতপক্ষে আমরা প্রমাণ করতে পার দ্বি-সীম। বিদ্যমান নয় । মনে কর (০, 7) 
-৯(০, 0), যখন (৮, 0) নিশ্বীলাীখত সরলরেখার উপর আছে 
7775, 77 একটি অবাধ ধুবক । 


এখন 117) 30). _ ]1]) 7150. :177. . 
(০, ০)-৯6০, ০) ১০49 (৮,০৯০, 0) (77: 10১0 7111; 
7) -57725 


কিন্তু দা সংখ্যাটি 7 এর 'বাভন্ন মানের জন্য বাভন্ন মান গ্রহণ করে; অতএব 


কেবলমান্র 7771. পথের উপর 'দয়ে যখন (৫, ))-৯৫০, 0) হয়, তখন 705, 9) এর 
মান কোন একটি সংখ্যার কাছে পৌছায় না । 


অতএব 1111) 
(০), 0) ৮+ 7 বিদ্যমান নয় । 


23 
১ গু গ 
উদাহরণ 2 নিরারি টি 2 
0 ॥ 562 +0/-0 
এখানে 1117 117) টি _ 11] 750. 


১৯৪ )-৯9 95 "১4 -% জজ 
1] |] 9 |] 0 117) ০0-0. 
)/-৮0 ০০-৮9 2৪ + 102 ০৫ 7৯0 35 ১৯০ 
উপরোন্ত সীম। দুইটি সমান হওয়ায় আমর৷ 'দ্বিসীম। সম্বন্ধে কিছু বলতে পারি না । 'ছি- 
সীমা আলোচন। করার জন্যই আমর! নিশ্নীলীখত পথগুলির সাহাধ্য লই 
072 ০7150: 
সহজেই দেখা যায় এই পথে (০৮, ))-৯৫০, 0) 


ও 17050 01) _ 11170 টা চিনা 
-৯ট - ৯৮০ 01 4+77)55 1 


»৯০ 
07 - ০৪7০ 771263 


ফাংশনের সীমা ও আঁবাচ্ছল্লত৷ ১২ 


যেহেতু 7 এর 'বাঁভন্ন মানের জন্য ৮২ বিন: সেহেতু 
117) 7(%, )) 'বদ্যমান নয় । 
১৯০ 


)-৯০ 


4.13 ফাংশনের অবিচ্ছিন্নতার সংজ্ঞা। 
অংজ্ঞা £ (সীমার মাধ্যমে আ্বাচ্ছন্নতার ধারণা ) 
/(৯) ফাংশনকে 2-৪ বিন্দুতে আঁবাচ্ছন্ন বল। হবে বাঁদ 
(0) 117) 70) সসীম হয়, 
১২৮৯৫ 


(11) 117) (০) (৫) হয় । 
৮৯৫ 


উপনেন্ত “জবার কোন একটি সর্ত যাঁদ ীসদ্ধ না হয় তবে 70) ফাংশনকে ০০৫ 
'বন্দুতে 'বাচ্ছন্ন বা অসন্তত (0150970001985) বল। হয় । 
উপরোন্ত সংজ্ঞার "দ্বিতীয় সর্ত থেকে দেখা বায় যে যাঁদ 109) ফাংশনটি ০4 
বিন্দুতে আঁবাচ্ছন্ন হর তবে নিম্নীলিখিত সীমার প্রতীক এবং ফাংসন প্রতীকের বিনিময় 
হতে পারে 
111) 10%)-740111) 2) 
১৮7৯৫ ০৯৮-৯৫ 
সংজ্ঞা 2 (কাঁসর সংজ্ঞ। ) 
সংজ্ঞা 1 এ আঁবাচ্ছন্নত। স।খার মাধ্যমে প্রকাশ করা হয়েছে । ীবখ্যাত গাঁণাতক . 
কাঁস আঁবাচ্ছন্নতাকে সীমার সংজ্ঞার মাধ্যমে নিম্নলাখত ভাবে প্রকাশ করেছেন £ 
70) ফাংশনকে »%-এ বিন্দুতে আবীচ্ছন্ন বলা হবে যাঁদ প্রত্যেক ধনাত্মক সংখ্যা 
€ এর জনা ( € যত ছোট হোক ন। কেন ) একটি ধনাত্মক সংখ্যা 9 এমন থাকে যাতে 
নিম্নীলাখত অসমতাটি 1সদ্ধ হয় £ 
|/0%) 469) | এ 5, 
ষখন 0 হু | ৮%-4| € ০. 


মন্তব্য £ প্রাথামক মন্তব্যে বল৷ হয়েছে যে সংজ্ঞ। 1 এর দ্বিতীয় সর্তটি নিম্নীলাখত 
ভাবে প্রকাশ করা যেতে পারে 
নি /)-10৫)17-0 


৯২৬ কলন-বিদ্যা 


উদ্দাহরণ £ মনে কর 1৫9) ৯০৪ এবং - ৫ যে কোন একটি বিন্দু । 
এখন 704): ৫৭ এবং 0৫ +%).- (৫+8)5 
10217 %) 7702) 7 (৫+17)2 227 22117 72 


সুতরাং 117) [/0৫+ 7) -/02)] 

/-৯০ 

_ 11] [22717 /2] 
/-৯9 
৮20 11] 7711] 2 
/-৯0 ৯0 
(0 
অতএব /(০) - ০৪ ফাংশনটি যে কোন বন্দু ৮- এ তে আঁবাঁচ্ছন। 


অন্য পদ্ধতি £ এখানে 1107 709) 110 ০৮৯৫৭ ; সীমাটি বিদ্যমান 
শেঠ ১৮৮৯৫ 
এবং সসীম যখন ৫ একটি সসীম সংখ্যা । পুনরায় /(৫)- ৫« 
যেহেতু 1) 709) - 4(2), সেহেতু 709) ফাংশনটি %- ৫ 'বন্দুতে আঁবীচ্ছন্ন 
০৯৫ 
(সংজ্ঞ। 1] অনুযায়ী ) 
অন্য পদ্ধতি £ সংন্ঞ। 2 অনুসারে 7৫) ফাংশনটি ৮-এ বন্দুতে 
আঁবাচ্ছল্ন হতে হলে নিম্নীলাখত অসমতাটি 1সদ্ধ হতে হবে 
|/0)-102) | ৪ 
যখন ০0 শু |-7-৫ | € 9 
অর্থাত 1] 2-_০% | এ ৪, যখন 0 হু 1-91| € ০. 
এখন ধর যাক ০ 1, তাহলে 0 € 1- | € 1 অর্থাং 
2- | 420 €৪+ 1; অতএব 7%+62 € 2277+1 


| ০০-7-22 171 7+21 1 -7-21 € (02271) 5 


যাঁদ ৪ (চুর বা 1 (যেটি কদ্রতর ) ধরা হয়, তাহলে পাওয়া যায় 


| ১৪ -2৪ | এ £হ যখন ০01 %+9 | এ ০. 
প্রাত € এর জন্য ৫ এর আস্তত্ব অথব। [বপরীতভাবে প্রাতি 9 এর জন্য « এর আস্তিত্বই 
প্রমাণ করে /(%) ফাংশনের ৮. ৫ বন্দুতে আবাচ্ছন্নত। । 


ফ্ষোংশনের সীমা ও আঁবাঁচ্ছন্নতা ১২৭ 


উদ্দাহরণ 2 যাঁদ ./€৯) ফাংশনটি নিম্নলিখিত ভাবে সংাজ্ঞত হয় 
10৯) -_ 0, যখন %-0 
_%, যখন % ১৮ 0. 
 - 9০ যখন % € 0 
তবে 2৫-0 বিন্দুতে 70১) এর আঁবাঁচ্ছন্বতা পরীক্ষা কর। 
সমাধান £ 
1] 70) 5111) -7-0 


১৮-৯০- -০- 


11177 109) 110) ১৯০ 


১০৯০ 4 ১৯ + 
11]0)10)-0 

১৯৪ 

আবার /009)- 0 


যেহেতু ডি 10) » 0-60),10%) ফাংশনটি ৮-0০ 'বন্দুতে আবাচ্ছন্ন বা 
৯ 
সম্তত । 


উদ্দাহুরণ 3. নিম্নীলীখত ফাংশনটি ৮-3 "বন্দুতে আবাচ্ছনন কিনা পরাক্ষা। 
কর 2-- 
/09%)- 3- 2%, যখন ১ এ 2 এবং ১2 
ল2- 32 যখন 3. 


সমাধান £5 110) (56) - 110) (3-2)- -3 
১৯3 


১৯3 - 


11] 7109) 11] (3- 22%)75 73 
এনে ৯3 47 ১-৯3+ 


,. ]17) 7090০ -3. 
১৯3 
সিরিল্ ১৮22 2 
3 


সহ 


যেহেতু 10533 ০0৮43), ফাংশনটি ৮০3 বিদদুতে অনন্ত 
১ 


উদ্জাহরণ 4, দেখাও যে 70)- 910 »% ফাংশনটি যে কোন বাস্তব 2 তে 
শ্ম্তত ৷ 


১২৮ কলন-বিদ্যা। 


সমাধান £-_মনে কর - ৫, 0 € ৫ হু গ/2- 





রর 22 
এখন | এ ৮7৬০৫ | ₹ |2 ০০ এজাজ এ | 
শী 
৮2০০5 ৮৮৫ 910 272 
্ঁ 
আমরা জান 
| ০০5 ৮৮৭] এ 
7204 ৫ 
এবং | গা ৮2 এ 
2 
ডি | আল কও এ | এ 22৫11 এ 


যাঁদ | -£ | € € হয়, তাহলে | 510. 7--510. | € €; €--6 সংজ্ঞানুসারে 
যেহেতু 9- €, 511 ০ ফাংশনটি ০. ৫ ীবন্দুতে সম্ভত । এখন যাঁদ ৫$ [০,৮], 


তাহলে 510 ০ এর পধাবৃত্ত (9০1191০) ধের সাহায্যে দেখান যেতে পারে ষে 9510 
এই সব % এর মানের জন্য সন্তত ৷ 


উদ্দাহরণ 5 /%) - ৫০ যে কোন বাস্তব বিন্দুতে সম্ভত, 
অতএব লক্ষ্য করা যায় 
11] 6 ল 2৪ রঃ 11) 709) ৮102) ] 


7৯৪ ১৯৪ 


উদ্বাহরণ 6 লক্ষ্য করা যায় 


10) 106 (1+১0_ 110) 5108 0+০0-10108 0.+৯)৮ 
রি ২৯০ 


এখন আমর! জান |) 0+-0* -প 
রর ১০৯ 
198 ০ ফাংশনটি আঁবাচ্ছিল্ন খন » ৮ 07 তাহলে যখন »%-& তখন ফাংশনটি 
আঁবাচ্ছন্ন । সুতরাং আমর পাই 


117 198 [(1+)০ 1108 [100 0179)5] 71০8 ০]. 
১স্0 ৮-৯০ 


ফাংশনের সীমা ও আঁবাচ্ছিত্িত। ১২৯ 


ঙ 


4.14 কোন অন্তরালে ফাংশনের অবিচ্ছিন্টত। 
যাঁদ কোন মুন্ত অন্তরালে (৫, &) এর প্রত্যেক বিন্দুতে / (») ফাংশন আঁবছিন্ন 
হয়, তাহলে বল৷ হয় /€2%) ফাংশনটি (৫, &) অন্তরালে অবিচ্ছিন্ন । 
যাঁদ /(%) ফাংশন ৮- এ বিন্দুতে সংঁজ্ঞত হয় এবং 117) 7) 1) হয়, 
১0৮৫4 
তাহলে বলা হয় /0০) ফাংশনটি ৫ বিন্দুর ডানদিকে সম্তত। 


আবার যাঁদ রা 70৯) -/(৮) হয়, তাহলে বল৷ হয় /(১) ফাংশনটি *-% 


১০৯৮ _ 


বিন্দুর বামদিকে সম্ভত। 


পুনরায় যাঁদ /(%) ফাংশনটি (৫, ০) মুস্ত অন্তরালের প্রত্যেকটি বিন্দুতে সম্ভত হয় 
এবং যাঁদ অস্তরালের কোন দুই প্রান্ত বিন্দুতে অর্থাং ৮.4 এবং ১-% এর যথাকমে 
ডানাদকে এবং বামাঁদকে সন্ভত হয়, তাহলে 7) ফাংশনটি [৫, &] বদ্ধ অন্তরালে 
সম্ভত। 


উদ্দাহরণ। /(১)-৭ ফাংশনটি যে কোন বদ্ধ অন্তরালে [৪, &] সম্ভত। 


4.15 ফাংশনের বিচ্ছিন্নতার বিন্দুগুলির শ্রেণীভাগ 
ফাংশনের আঁবাঁচ্ছন্বতার নিম্বীলীখত যে কোন একটি সর্ত 
(1) 117 :/(%) এবং 11] 75) এর সসীম হান বিদামান 
লা ৮৫০ ১৯৫০7 


(11) 110 (১0) -/08)- 110) 70০) 
১৯৮৫ - ১০০৯৪ + 
অথবা ষে কোন সর্তের কোন অংশ যাঁদ 'সদ্ধ না হয়, তাহলে ১-4 বিন্দুতে /0 
ফাংশন (বিচ্ছিন্ন বা অসন্তত বলা হয় এবং :₹-এ বিন্দু /(০) ফাংশনের 'বাচ্ছ্নতার 
একটি বন্দু । 
ফাংশনের 'বাচ্ছিন্নতার 'বন্দুগীলর 'নম্নালাখতভাবে শ্রেণীভাগ কর! হয় £₹-- 


(4) যাঁদ 117) 705) এবং 11] :/ *) সসীমভাবে বিদ্যমান থাকে, কিন্ত 
০৮৯৫ - 9৫:74 
সীমা দুটির মান যাঁদ 1ভল্ন হয়, তাহলে ০ শবন্দুকে /0%) ফাংশনের 


বিচ্ছিন্নতা র প্রথম শ্রেণীর বিন্দু বলা হয়। 
৯ 


১৩০ কলন-বদ্যা 


উদ্দাহয়ণ। মনে কর 
/09)- 1, যখন % ১৯৮০ 
স্০ 1, যখন % 49 
০ 0, যখন 70 


এখানে 111) 70)- 1 এবং 1100 )09)- -] 
১৯০+ ১৯০- 


অতএব ১.0 'বন্দুট /€9) ফাংশনের 'বাঁচ্ন্নতার প্রথম শ্রেণীর বন্দু । 


(৪) যাঁদ 110) :709)-11]0 709) 72702). তাহলে %-? বিন্দুকে 
০৯৪ ১৯৫4 


709) ফাংশনের আঅপসারণযোগা্য (15730৪916) "বাচ্ছন্নতার "বন্দু বল৷ হয়, 
কারণ এই ধরণের "বাচ্ছিন্নতা সহজেই দূর করা যায় যাঁদ /€৫) মানকে সীমার সমান করে 
নেওয়। হয় । 


উদ্দাহুরণ। মনেকর 
/(09)- 1, যখন » ৮0 
-0, যখন % - 09 


এখানে 11107 /109)- 1 _1]170) 70০, কিস্তু700)-0 
-৯0+ ৮৯০ - 


অতএব *-0 'বিন্দুটি /(%) ফাংশনের বাচ্ছন্নতার অপসারণযোগ্য বিন্দু । যাঁদ 
100)- 1 ধর। হয়, তাহলেই /0%) ফাংশনের ১.০ বিন্দুতে 'বিচ্ছিতা দূরীভূত হয় । 


(0) যাঁদ 117) 1) এবং 111) 10) এর কোনটি সীমভাবে বিদ্যমান 
শো ৮ ৯৫1 


না থাকে, তাহলে এ 'বন্দুকে 10) ফাংশনের বিচ্ছিক্সভার দ্বিতীয় শ্রেণীর 
বিন্দু বলা হয় । 
উদ্দাহরূণ মনে কর 10০) ₹ 917) 3, যখন ০৮০ 
৮0,» যখন 2:-0 
এখানে 110) 1) বিদ্যমান নয় এবং 11) 1৯) বিদমান নয়। 
১৯০ 2৯০ - 


অতএব ০.0 বিন্দুটি 7(%) ফাংশনের "বাঁচ্ছন্নতার দ্বিতীয় শ্রেণীর কিছু । 


ফাংশনের সীমা ও আঁবাচ্ছন্নত। ১৩১ 


4.16 অবিচ্ছিন্ন ফাংশনের ধর্ম 

আঁবাচ্ছন্ন ফাংশনের ধর্মের ছু কথা এই অনুচ্ছেদে বলা হবে। তবে যে ধর্ম- 
গুলর প্রমাণ দেওয়। হবে, আর যেগুলির আলোচনা বর্তমান পুস্তকের গর্ভীর মধ্যে 
আসবে ন। সেগুল উদাহরণের সাহায্যে ব্যাখ্যা কর হবে । 


উপপাস্ত 1. যাঁদ দুইটি ফাংশন 70) এবং (০), 2-এ বিন্দুতে আঁবাচ্ছন্ন 
হয়, তাহলে 10) + 0) ফাংশনটি ৮.৪ 'বন্দুতে আঁবাচ্ছিন্ন হবে। 


প্রমাণ 2 যেহেতু /(%) ফাংশনটি ১. 'বন্দুতে আঁবাচ্ছন্ন, আমরা পাই 
]10) 109) - 109) 


৮৮-১৮৫৫ 

আবার £€%) ফাংশনটি ৮- ৫ বিন্দুতে আঁবাচ্ছন্ন বলে আমরা পাই 
111) (০) - ৪9) 
প6-৯৫ 

এখন সীমার ধম্নের সাহায্যে আমরা দোখ 


||): (0৮) + 2৫৮) )৯ 1010) 10) 1+1110 ৫0) 7706) + ৫69) 
-৯৫ ১৫৯৪ ১৯ 


অতএব সংজ্ঞানুসারে 70) + (৯) ফাংশনটি ৮- এ 'বন্দূতে আঁবাচ্ছন । 
মন্তব্য 2 01) যাঁদ দুইটি ফাংশন 10) এবং £() একই অন্তরালে আবাচ্ছন 
হয়, তাহলে 70১) + 80) ফাংশনটি সেই অন্তরাণে আবাচ্ছন্ন হবে 


(2) যেহেতু উপপাদ্য 1 এর প্রমাণ নর্ভর করছে সীমার ধর্মের উপর, সেহেতু 
অনুরূপ উপপাদ্যগুলর প্রমাণ ?বশদভাবে দেবার প্রয়োজন নাই । 


ভপপাস্ভ 2. যাঁদ 109) ফাংশনটি ০. বিন্দুতে আঁবাচ্ছন্র হয়, তাহলে 
00০), যেখানে ৫ একটি ধুবক, ফাংশনটি 2- বিন্দুতে আঁবাচ্ছন্ন । 


প্রমাণ-সংকেত্ত 2 11) (০0০ )- ৫110) 10) - ৫04) 
৮67৯৫ »৮-৯৫ 


উদ্ধানরণ £ যাঁদ 10) এবং ৫৫৮) ফাংশন দুইটি 2-৫ বিন্দুতে আঁবাচ্ছন্ন 
হয়, তাহলে 20%)+ 380) ফাংশনটি ০- 4 ?বন্দুতে আঁবাঁচ্ছন্ন । 


উপপাভ $. যাঁদ দুইটি ফাংশন /0%) এবং টি ১.৪ 'বন্দুতে: আঁবাচ্ছন 
হয়, তাহলে 709) - 8৫০) ফাংশনটি ১. ৫ 'বন্দুতে আঁবাচ্ছন্ন হবে। 


১৩২ কলন-াবদ্যা 


প্রমণ-সংকেত £ 10০) - 8৮) -0৯)+ (-1) 80০) 
এখন উপপাদ্য 1 এবং উপপাদ্য 2 এর সাহায্যে উপপাদ্য 3 প্রমাণ করা যেতে 
পারে। 


উপপাস্ত 4. যাঁদ 10) এবং £() ফাংশন দুইটি ১৪৫ বিন্দুতে আঁবাচ্ছন্ন 
হয়, তাহলে 70%) 8৫৯) ফাংশনাটি ৮- ৪ বিন্দুতে আঁবাচ্ছল্ন হবে । 


উপপান্ত 5. যাঁদ 09) এবং £(%) ফাংশন দুইটি ৮- বিন্দুতে আঁবাচ্ছন্ন 
হয়, তাহলে 70)/8(%) ফাংশনাঁট ১:-৫ বিন্দুতে আঁবাঁচ্ছল্ন হবে যাঁদ £602)70 
হয়। 


উপপাস্ভ 6. যাঁদ 7-/) ফাংশনাটি ৮-৫ বিন্দুতে আঁবাচ্ছন্ন হয় এবং 
£- ৪0) ফাংশনটি ১-& বিন্দুতে আঁবাচ্ছিন্ন হয়, তবে 9-/(০) হলে 2- ৪10) 
ফাংশনাট ১-4 বিন্দুতে আঁবাচ্ছিন্ন হবে । 
প্রমাণ £$ মনে কর 1/0)- ৫1%))- 
যেহেতু 10) এবং 80) যথাক্রমে *-.৫ এবং )- & [বন্দুতে আবাচ্ছন্ন, 
সেহেতু আমরা পাই 
1171 09)-/€ 


11177 
১৯? ১০7৯০ 


১) 710) 

এবং 117) 8(0)-801101 ))- ৫৫৮) 8162) - /€6) 
১০-৮% )/-৯% 

অতএব 110) /02৮)-117) ৫10) 
শট৫ূ ০০টি ৫ 


-৪1110 /()1 
১-৯০ 


-£1/(4)) -%€9) 
10১) - ৫1/0%)] ফাংশনটি ৮» [বন্দুতে আবাচ্ছিন । 


উদ্দান্রণ 2 )- 75 এবং 2- 510 )/ ফাংশন দুইটি যে কোন: অন্তরালে 
আঁবাচ্ছি্ন বলে") _ 511) ৮4 ফাংশনটি যে কোন অন্তরালে আঁবাচ্ছিন্ন। 


উপপাঞ্ত 7. যাঁদ 10) ফাংশন (৫, &] বদ্ধ অন্তরালে আবাচ্ছন্ন হয় এবং 
102) ও 408) এর মানের চিহ বিপরীত হয়, তবে অন্ততপক্ষে একটি বিন্দু £ এমন 
থাকবে যাতে /(8) 709 হবে, যেখানে ৪ «€ ৫ € &. 


ফাংশনের সীমা ও আঁবাঁচ্ছ্ত। ১৩৩ 


উদ্দাহরণ $ মনে কর /(%)- ১৪ _-2 
এখন /€01)- - 1 এবং 702)-6 

অতএব 701) এবং 62) এর মানের চিহ্ন বিপরীত । /(%) ফাংশনাট [1, 2] 
এই বদ্ধ অন্তরালে আঁবাচ্ছন্ন । তাহলে এই অন্তরালের মধ্যে একি বন্দু ৫ এগন 
থাকবে যাতে /0£)-50, যেখানে 1 € ৫ শু 2. 

প্রকৃতপক্ষে ১৪ _-2-0 সমাধান করে পাই »%- 2/5ু 

লক্ষ্য কর ] € 2/গু € 2 

€.- $/০]ু. 


উপপাস্ত 8. যাঁদ 70) কাংশনাট [৫, 9] বদ্ধ অন্তরালে আঁবাচ্ছল্ন হয় এবং 
1 এমন একাঁটি সংখ্য। যাতে /07)-14-- 78) হয়, তাহলে অন্ততপক্ষে একাঁট বিন্দু 
£ (6 -২ £€ «€ £) এমন থাকবে যাতে 74) 7 4 হবে । 


উপপাস্ত 9. যাঁদ /(0») ফাংশনাঁট [৫, &] বদ্ধ অন্তরালে আঁবিচ্ছিল্ন হয়, 
তাহলে এই অন্তরালে /() ফাংশনের মানগুলি প্রান্তবদ্ধ অর্থাৎ 7) এর অন্ততপক্ষে 
একাঁট লাঘষ্ঠ উচ্চপ্রাস্ত এবং একটি গারষ্ঠ নিমনপ্রানস্ত থাকবে । 


মন্তব্য 2 এই উপপাদ্যের সত্যত। পরের অধ্যায়ে প্রয়োগের ক্ষেত্রে খুবই 
প্রয়োজনীয় । যখন 7(%) একাঁট বদ্ধ অন্তরালে [৫, &] আঁবাঁচ্ছন্ন হবে তখন 70) 
এর মানগু'ঁল প্রান্তবদ্ধ হবে এবং 709) অন্ততপক্ষে একবার লাঘষ্ঠ উচ্চপ্রান্তের এবং 
গারষ্ঠ নিম্বপ্রান্তের মান ধারণ করবে অর্থাং £ এবং ? দুইটি সংখ, এমন থাকবে 
(£,% € [৫, &]) যাতে 768) 7 474 এবং 70) - 1, যেখানে 14 এবং 77 যথাক্রমে 
70) এর [৫, &] অন্তরালে লাঘিষ্ঠ উচ্চপ্রান্ত বিন্দু এবং গারষ্ঠ নিয়প্রান্ত বিন্দু। 

আঁধকল্তু ষাঁদ 7% €€ * 444 হয় তবে এমন একাঁট বন্দু (6065 [এ &]) 
থাকবে যাতে /(4)- « হবে । 


' উপপাদ্ধত 10. যাঁদ /0) ফাংশনটি --৫ বন্দুতে আঁবাচ্ছন্ন হয় এবং 
702) ১৮ 0 [ অথবা 7€6) «€ 0] হয়, তবে এ বন্দুর একটি অণ্ল এমন থাকবে 
যেখানে 70) ১৯৮০0 [ অথবা 765) € 09 ] হবে 


4.17 বিলোম ফাংশনের অবিচ্ছিন্নতা 


যাঁদ /..7(%) ফাংশনটি (৫, &] অন্তরালে আবচ্ছিন্ন হয় এবং এঁ অন্তরালে 
যথাযথ একাঁদম্ট আরোহী (বা অবরোহী ) হয়, তবে ) এর মানগুল একটি বদ্ধ 


১৩৪ কলন-বিদ্যা 


অন্তরাল [4, 9] সৃষ্টি করে এবং [4, ৪8] অন্তরালে কেবলমান্র একটি ফাংশন 
৮-$() এর আস্তত্ব বজায় থাকে । ০) এবং %0)) কে পরস্পর বিলোষ 
ফাংশন (01৬67506 . [010010101) বলে। %(0) ফাংশনটি [49] অন্তরালে 
আঁবাচ্ছন্ন এবং যথাযথ একাঁদষ্ট আরোহী (বা অবরোহী) হবে। 

মনে কর )-)0%) » 51 %; এই ফাংশনটি [-£. টা অন্তরালে আঁবাচ্ছন্ন 
এবং যথাযথ একাঁদষ্ট আরোহী ॥ 7০) এর মানগুঁল [_1, 1] এই বদ্ধ অন্তরাল 
সৃষ্টি করে। অতএব /0%) এর বিলোম ফাংশন 2- 510-:)/, [- 1, 1] অন্তরালে 
আঁবাচ্ছন্ন এবং যথাযথ একাদষ্ট আরোহী । 

মনে কর )- ৩ ; এই ফাংশনটি (- ০০, ০০) অন্তরালে আঁবাচ্ছন্ন এবং যথাযথ 
একাঁদষ্ট আরোহী । এখানে কিলোম ফাংশন ০. 2/). 

মনে কর )--০*, এই ফাংশনটি (- ০০, 9০) অন্তরালে আঁবাচ্ছন্ন এবং যথাযথ 
একাঁদষ্ট আরোহী । এখানে বিলোম ফাংশন *- 10985). 

কন্তু )- এ ফাংশনটি (- ০০, ০০) অন্তরালে আঁবাচ্ছন্ন, অথচ এই অন্তরালে 
একাঁদষ্ট আরোহণ বা অবরোহী নয় বলে ফাংশনটিয় বিলোম ফাংশনের আস্তত্ব নেই । 
যাঁদ [0, ০০) অন্তরালে ফাংশনটি আলোচন৷ কর৷ হয় তাহলে এই অন্তরালে একাদষ্ট 
আরোহী বলে এখন এর বিলোম ফাংশন ৮ ২/)। আবার (_ ০০১0) অন্তরালে 


ফাংশনটি একাদষ্ট 'অবরোহী বলে এর বলোম ফাংসন ০- _ ২/) 


4.18 বন্ছচলবিশিষ্ট ফাংশনের অবিচ্ছিম্নতা 

বহুচলাবাঁশষ্ট ফাংশনের আঁবাঁচ্ছন্নতা আলোচনা করতে হলে দুই চলাবশিষ্ট ফাংশন 
ধরলে যথেষ্ট হবে, কারণ দুই চলাবাঁশষ্ট ফাংশনের আঁবাচ্ছন্নত। বোধগম্য হলে সহজেই 
তিন বা ততোঁধক চলাবাঁশষ্ট ফাংশনের আবিচ্ছিন্নতা আলোচন৷ কর। যেতে পারে । 


মনে কর 270৮, 9) ফাংশনটি »/-সমতলের কোন এক অগ্ুলে (০) তে 
সংজ্ঞিত । মনে কর ৫৫৪, &) € 0. 


এখন যাঁদ 110) 70১ 9)-৫১ &) ৮ (1) 
০৮৯৫ 
১7৯8 


হয়, তাহলে 70৮, ৯) ফাংশনটিকে (৫, &) বিন্দুতে আঁবচ্ছিন্ন বলা হয়। যাঁদ 
(2৮, ))) ফাংশন ? অগুলের প্রত্যেক 'বন্দুতে আঁবাচ্ছন্ন হয়, তবে 70০, ») ফাংশন 
0 অঞ্চলে আঁবাচ্ছিন্ন। 


ফাংশনের সীমা ও আঁবাচ্ছন্নত। ১৩৫ 


(1) থেকে আমরা পাই 
|) [706+%, 9+17)-707+ 9)]1-0 


/-0 
(2) অর্থাৎ রঃ £১হ »0, যেখানে £১৪7/0৫+ 15 ৪410 -/(4, &) 


/-৯0) 


উদ্দাহরণ 1. 2-72+0,5 ফাংশনটি € ও ) এর সমস্ত বাস্তব" মানের জন্য 
আঁবাচ্ছন্ন। অর্থাৎ ফাংশনটি ১:/)-সমতলে সবন্র আঁবাচ্ছন্ন ! প্রকৃতপক্ষে আমরা 
লক্ষ্য করি 
£৯2- (5৮7 1/)2+ 044) - (2 +9)2)] 
22014 20714 /2 410 
মর /৬2 ৮0 


//-৯০ 
/-9 


উদ্দাহুরণ 2. হস) ফাংশনটি --)-0 এই সরলরেখার প্রত্যেকটি 


বন্দুতে বচ্ছিন্ন । এখানে ফাংশনের 'বাচ্ছন্নত। একটি বিন্দুতে সীমাবদ্ধ নয়, পুরো 
সরলরেখাই ফাংশনের বাচ্ছল্নতার সরলরেখ। । 


এ 


উদ্দাহরণ 3. 2- কি ফাংশনের 'বাচ্ছন্নতার একটি মান্র বন্দু *০, 


370 অর্থাত 3:2+7)3-0 


এখানে 11) :/(৮, 7) »11]) 2 নর 
-৯০ ১০৯0 উট ইত 
)-৮9 )-১৪ 
0) 7171৩ 07 1771-0 


উপরোক্ত সীম! থেকে দেখা যায় (0, 0) 'বন্দ্র দিয়ে যে কোন সরলরেখার উপর দিয়ে 
যখন %ে, ))-৯৫০, 0) হয়, তখন 2 এর মান ধুবক, বিন্ত্ব এই মান সরলরেখার নাত 
7; এর উপর নির্ভরশীল । তাহলে 'বাভন্ন নাতির জন্য 117) 10, ৮) বিভিন্ন । 
শি: 
অতএর মি 0, ) বিদ্যমান থাকে না। সেহেতু /(0, 0) এর মান কোন 
এ 


79 


১৩৬ কলন-াবদ্য। 


1কছুই ধরা যেতে পারে না যাতে 760, ০0)-৮110) 70, ১) হয়। 
৮৫৯0 
)-৯9 





অর্থাং 70, 7)- 8 ফাংশনটি (0, 0) বিন্দুতে 'বাচ্ছন্ন। (0, 0) বন্দু 


ছাড়া অন্/ বন্দুতে 75, 2) আঁবাচ্ছন্ন ৷ 


এক চলাবাঁশষ্ট ফাংশনের মত দুই চলাবাঁশষ্ট ফাংশনের আঁবাচ্ছ্নতার ধর্ম 
আলোচন। করা যেতে পারে । আমরা আলোচনাকে বর্তমান পাঠ্যপুস্তকে আর দীর্ঘ 
না করে এখানেই শেষ করতে চাই । 


বিবিধ অনুশীলনী 4 


ফাংশনের অনুশীলনী £__ 
1, 'নিস্ালাখত ফাংশনগুণলর লেখাঁচত্র অঙ্কন কর £_ 
(1) 7-০ 7-1 হু হু ] 
(1) - 1215 7] শু শু 
(7) ”-ব্লা, _2 হু হু 2 
(1৬) )-০+ 151, 71 হু তু 2 
(৬) )7-% 1215 751] শু শু ॥ 
2. (8) যাঁদ /(১) ০5 হয়, তবে নিম্নাীলাখত রাঁশিগুলির মূল্যায়ণ কর £ 
() ০০ [ উত্তর 2++%] 


(1) 109) 40-0 [ উত্তর 4] 


(১) যাঁদ /০0-1 হয়, তবে প্রমাণ কর 
0৩5+1)7705) ৮110-01-78, 


3. যাঁদ 7(3)-৮108,% এবং £0) - ৫% হয়, তবে দেখাও যে 
(7০০) »€20)) 


ফাংশনের সীমা ও আঁবচ্ছিনর্তী ১৩৭ 
4. নিম্নালাখিত ফাংশনগুলর ৮ এর অঞ্চল নির্ণয় কর £_ 








5. যাঁদ 70১) _% 511 ৮১০ 
0, ৮790 
শ 1 ৩ ০ 
তবে দেখাও যে |. 511) 1 € 2% এবং এই ফাংশনের লেখাচন্র )-% 


এবং /- - 2 এই দুইটি সরলরেখার মধ্যে অবাস্থুত | লক্ষ্য কর 7(৮)-0, 


] 1? | 


যখন ০--5 ৯.১ ১১৮ এবং 700)-0. লেখাঁচন্র অঙ্কন করে 
না 2ম ওগা 


দেখাও যে ৮-0 এবং ৮ এন মধ্যে লেখাঁস্ম বহুবার )-% এবং 


)- _ « সরলরেখাদ্বয়ের মধ্যে ওঠানাম। করছে । 


6. 120: ০ কি এককমান বাশষ্ট ফাংশন ? যাঁদ না হয়, তবে কিরুপে এই 
ফাংশনকে এককমান বাশষ্ট করবে ? 


| লক্ষ্য কর £ [21 4 ০07-57771 1212-17-27 চু ৫ (2107 5 € চু 


এইরূপ ধরলে এককমান বিশিষ্ট হবে । ] 


7. দেখাও যে /0)- 2৭1 (৮৭ -1) একটি মূলদ এবং 'ইরর্যাসানাল" 
(11180101791) ফাংশন । 
| সঙ্কেত ঃ ধর ১- এ 
1+], 
1] ০:07; শেষের সমীকরণটির ) এর সহগগুল যেহেতু % এর কুপদ 
রাশি, ৫) একটি মূলদ ফাংশন । পুনন্বায় /€১) দুইটি বুপদ রাঁশর 


অনুপাত নয় বলে ইহা একটি 'ইরর্যাসানাল” (10180091081) ফাংশন । ] 


»॥ তাহলে (০৫74 1)5)2 --204+ 1))/4 


১৩৮ কলন-াবদ্যা 
৪. বাঁদ /)-1০8 17 হয়, তবে প্রমাণ কর-_ 


70৮)+/0)-1 (১৮2 


1720) 





9. যাঁদ 7(%)- (৫ +০-2) এবং £(১)- (৫ -০-%) হয়, তবে 
দেখাও যে 
(0) /0৮+))-/60৯)700)+ 8(%) 89) 
01) 8(০+)-7(%) ৪০)+ £0)47 0) 


10. দেখাও ষে /)-5 ০ 1 (% ৮৫ 0) একটি একদিষ্ট আরোহন ফাংশন 
যখন ১০৯৮০. 


11. যাঁদ 70) - (8 ০ হয়, তবে প্রমাণ কর /৩-1া, 


12. যাঁদ 70). 2 (৮ স্ছ ০, 7) 5 0) হয়, তবে প্রমাণ কর 


101, টা রি ))) 
13. যাঁদ /(0+)” ১-০)-০0/+)9* হয়, তবে /(0৮, 9) এর মূল্যায়ণ 
কর। [ উত্তর 10৮, 0)" (৮5 -2৮0/2] 
14. যাঁদ 2-2 হয়, তবে এই ফাংশনের অণুভূিক রেখাগুদিল 0০৮6] 
11065) নির্ণয় কর। 


[ সন্কেত ঃ যাঁদ 27090) হয়, /৫ 9)-ধুবক--সমীকরণটি 
অনুভূমিক রেখাগুীলর সমীকরণ দেয় । 

এখানে ০৮৪2/-৫ অর্থাৎ )-০/7%৪, এগুলি অনুভূীমক রেখাগুীলর 
সমীকরণ । ০- 0, 1,32, -* বসাইয়া আমরা অণুভাীমক রেখার 
পারবার (81119) পাই ] 


15. নিম্লীখত ফাংশনগুধলর স্বাধীন চলরািগু'লর অণ্চল নির্ণয় কর £__ 





0) ০-১০+১৪৮0) ৮1০৪ ০-2৯ 


৪5 2 ্ু শ নিরিহ রা রা 
(111) 2-7-1006-45 +9) (1৮) £& পু 


(%) 71098 (4-52 -72) 


ফাংশনের সীমা ও আঁবাচ্ছন্বতা ১৩৯ 
ফাংশনের সীমার অনুশীলনী ঃ 


10. 


17. 


18. 


20, 


21. 


তি, 


চা 


নিম্নীলাখত সীমাটি আলোচনা কর £_ 


111) [217 ০৮. 
১-৯বা|2 


সংজ্ঞানুষায়ী প্রমাণ কর 


৯2৯, যখন ১-৯০০, 


সংজ্ঞানুযায়ী দেখাও ষে 


ঠু 
[ঠা 2 7-4-4 
৯2 26-2 





বাঁদ /0-2- হার, 


হয়, 
7 ৯0 510 £ 





তবে (-1, 1) মুস্ত অন্তরালে /(€০0) এর মূল্যায়ণ কর। 


নস্নালাখত সীমাগুলি নির্ধারণ কর £_ 


৮৯0 819 





(1) 1100 রি 
9.0 9 


সপ ৯০ রর ্ *28 সম 318 
(111) 111) 10 ও (1৮) 111) *_.__-৪-১ 7? একটি ধনাত্মক 
গা ] - ২ 


পূর্ণসংখ্যা । [ উত্তর (1) 2, (1) ০19, (111) 719 (00৬) 727%-52] 
যাঁদ /0)- 917 (17), যখন ৮450 


সু () » যখন 52 ০ 
হয়, তবে 11770) আলোচন। কর । 
৯ 


শনম্বীলাীখত সীমাটি আলোচন। কর-__ 


8 হি 
প্রমাণ কর ৪-- 
১১ ]1]) ] ২২২ 110 ] ্ী 
(€) টি ০০৪ ১০ ৮0, (11) দিপুর 1026 (1 +%)-॥ 


১৪০ কলন-াবদযা 





00) 11000 41 -108,৫ . 
এ ্ 0০০০০ 


24. যাঁদ /7) ৮১1০০ 751 হয়, তবে সকল বাস্তব সংখ্যা ০ এর জন্য 


70) এর মূল্যায়ণ কর। 
[ সঙ্কেত £ /()-:0, যখন 2৪ ১৮ 1 70)- 1. যখন %গ এ 1: 
/0)-+% যখন ৮৮1] 


25. (৪) 110: (/2৮+1 -+/১) এর মূলগায়ন কর। [ উত্তর 0] 
১৮ ০টি 
| 5১254 নিলা 
(৪) ক 3 [ ৯/1+-- ৮1--4] এর মূল্যায়ণ কর। [ উত্তর 1] 
এ 
308 911] - 
117) 50 [ উত্তর 0] 
26. ৯০ ভা এর মূল্যায়ণ কর। 
27. দেখাও যে 
110 11] 9627 0/2 ০৫ 110) 11 ০708 সি 
১৮৯0 ০১৯০ 54372 77৮0 ১7৯০ 5 + 081 


এখন 111) 963 ৮7) 
৯০ 908 175 
)-*9 


আলোচনা কর। 





28. দেখাও যে 
117) 1210) 20115) » /2 
7-৯০+ 
97৮1 
এবং 117) (21)-1007/2)7- 212. 
১৯০ - ও 


)/-৯1 


প্রমাণ কর 110 (20-(9/5) বদ্যমান নয় । 
৯০০৯) 
)-৯০ 


29, 'নিম্নাীলীখত সীমাগুি আলোচনা কর £_ 
(1) 1107 ০62 +0)5 

০৯ ১৫৮ 
70 


[ সংকেত £ ১৮-07-7753 ] 


ফাংশনের সীমা ও আঁবাঁচ্ছন্নত। 


30. 


3], 


১৪১ 


(11) 117. 2) 
১7৯0 ২০৮ +3)8) 
)/-৯৪ 


ফাংশনের অবিচ্ছিন্নতার অনুশীলনী 
যাঁদ 70) _ 1217 ৮ হয় 
তবে এ বিন্দুতে /(১%) এর আঁবাচ্ছন্নত৷ পরীক্ষা কর । 


কে।ন ফাংশন /0%) এর ৮-4 'বন্দ্ুতে আবাচ্ছন্নত। বলতে কি বুঝায় ব্যাখ্য। 
কর। নিম্নীলাখত ডীন্তাটর সত্যত। পরীক্ষ। কর ৫ 
“৮-৯৫ হলে যাঁদ /0%) এর সীমার আস্তত্ব থাকে এবং +- এতে 70৯)এর 


মান থাকে তবে 27 তে 70০) ফাংশনাঁট আঁবাচ্ছনন হবে? । 


দেখাও ধে/(১০) ৮ ১৮*+1 ফাংশনটি - 2. বিন্দুতে সম্ভত | 


32.:1) -2৮-4%272-+3 


33. 


34. 


35, 


36. 


37. 


38. 


৮7 ফাংশনটি কি .--] বিন্দুতে আঁবাচ্ছন্ন ? 


দেখাও ষে 0) ফাংশনটি :- 451 ব্যতীত সব বিন্দুতে 


1 
আঁবাচ্ছন্ন | 


প্রমাণ কর 7(৮)- বা ফাংশনের বিচ্ছিন্নতার বিন্দুগুলি ::- ০, 4, 
এঁঠিলা, 4 3গ, ২০, 


যাদ /(০)/56৮) এবং 8০) ফাংশন দুইটি -৩- এ বিন্দুতে আঁবাচ্ছিনন হয়, 
তবে প্রমাণ কর /0 ফাংশন 2- ৫ বন্দুতে আঁবাচ্ছন। 


প্রমাণ কর 
-] 


-9 ১০-০ 
-০ বিন্দুতে আবাচ্ছন্ন । 
প্রমাণ কর £_এক বহুপদ রাঁশ ১9171010121) ষে কোন সসীম অন্তরলে 
আবচ্ছিনন। 
প্রমাণ কর 510-$ (৮৪ -5) ফাংশনটি -1 € %3-5 45 1 এর জন্য 
আঁবাঁচ্ছম্ন । 


১৪৭ 


40. 


41, 


42. 


43. 


44. 


45. 


46, 


47. 


48. 


কলন-াবদ্যা 


প্রমাণ কর ০০5 ০ ফাংশনটি % এর কোন বাস্তব মানে আবিচ্ছিন্ন। 
যাঁদ 
/0)- 0, যখন ০৪ ১ 1 
- |, যখন %5 1] 
১ যখন 22 শু | 
হয়, তবে দেখাও যে /(9) ফাংশনটি %- 41 'বন্দুতে অসম্ভত। 
আঁবাচ্ছন্ন ফাংশনের যে কোন একটি প্রয়োজনীয় ধর্মের উল্লেখ করে উদাহরণ 
সহকারে ব্যাখ্যা কর । 
যাঁদ 


109০) ৮ 5517 2৭০ 
(0, 7৮0 
হয়, তবে দেখাও যে %- 0 বিন্দুতে 7৯) আঁবাচ্ছন্ন ৷ 
নিম্নালখিত ফাংশনগুলির 'বাচ্ছন্নতার বিন্দ্ুগুল নির্ণয় কর £-_ 


26 + 22৫45. 
১৮ -_8%+127 
দেখাও যে ৮--0.বিন্দটি /৯)-1%1 ফাংশনের বিচ্ছিন্নতার প্রথম 
শ্রেণীর বন্দু । 


() 07: ৮) (71) 7 1; 
চারি 


দেখাও যে গনম্নালগখত সমীকরণ টির (1,2) অন্তরালে একটিবাস্তব বীজ আছেঃ 


৮৪ -39৮+ 1250 
যাঁদ 7(0)- 1091 + ০ 10901 9) হয়, 
তবে দেখাও /(5) ফাংশনটি 2." 0 বিন্দুতে সংঁজ্ঞত নয়। এখন /€0) কে 


এমনভাবে সংজ্ঞত কর যাতে ১- 0 বিন্দুতে 7(0%) আবাচ্ছন্ন হয় । 


/% 9, 2) ফাংশনটি (৫, &, ০) বিন্দুতে আবাচ্ছন্ন বলতে কি বুঝায় ব্যাখ্য। 
কর। 


দেখাও যে 91 ্ ফাংশন -অক্ষরেথায় 'বাচ্ছন্ন । 
নিস্বীলাখত ফাংশনের আঁবাঁচ্ছল্রত। পরীক্ষা কর £-_ 


গর 
102, 0) আদিকপি 20841 78520 





ফাংশনের সীমা ও আঁবাচ্ছল্নতা ১৪৩ 





49. দেখাও যে, 
2৯ ণ 
109 ০) ছে5)5-2 2 +০)79 
-0 »১:/৪+)2-0 
(0, 0) বিন্দুতে আঁবাচ্ছন্ন । 
50. দেখাও যে 


19), গর ভি 
চটি 


এবং (৮) | ১০, 


55 
১5 


পরস্পর াবলোম ফাংশন । 


২১৫ 


দ্বিতীয় খও 


€ শ্তআহলম্ব্্নন্ন ১ 


পঞ্চম অধ্যায় 
অন্তরুকল নেত্র মুলকথ। 


5.01 প্রাথমিক মন্তব্য 2 

কলন বিদ্যায় অন্তরকলনের ধারণ। বিশেষ প্রয়োজনাঁয় । অন্তরকলন ব৷ ব্যবকলন 
কলন বিদ্যার মূলগত 'কুয়া। অন্তরকলনের সাহায্যে বিন্দুর বেগ (৮€1০০115), বিন্দুর 
ত্বরণ (9০০61121101), বিন্দুর গাতিপথের বক্তা, সণ্টারপথের কোন 'বন্দুতে স্পর্শকের 
নাতি, কোন বস্তু বা বন্তুসমষ্টির বৃদ্ধি (হাসের) হার, নির্ণয় করা সহজসাধ্য হয়। 
তাই অন্তরকলন প্রয়োগের দ্ষেত্রে সমধিক ন্যবহৃত হয়। প্রথমে এক চলাবাঁশষ্ট 
ফাংশনের অন্তকশজ (06171৬89116) সম্বন্ধে ধারণা করা যাকৃ। মনে কর 7৫5) 
ফাংশনটি এক মুস্ত অন্তরাল (৪, &) তে সংঁজ্ঞত এবং ৫ € (৫, ৮); এখন নিরপেক্ষ 
চল ১-এর ৫ থেকে যাঁদ বৃদ্ধি বা হাস হয় /, তার জন্য ফাংশনের বাঁধ ঝা হাস হবে 
/0০+/)-/0০)। তাহলে / যখন শূন্যের আভমুশা অর্থাৎ ॥-0, তখন 
/(6+/)-7 (0) 2664 8)-1 (০) 


স্পা সিস্পাসীদ  ৯শাাপিশাশী 


/ €০+/)- 6 
অনুপাতটির সীমার যাঁদ আস্তত্ব থাকে তবে মেই সান্ত সীমাকে 70৯) এর ১:-৫ 
বিন্দুতে অন্তরকলজ বলা হয় । স্পষ্ততঃ দেখা যায় শন্তরকলজ 'নর্ণয়-রার পদ্ধাতিতে 
সীমার কথ। এসে যায় । বর্তমান অধ্যায়ে আলোচনাকালে দেখা যাবে বে অন্তরকলজের 
আঁন্তত্বের জন্য ফাংশনের আঁবাচ্ছিন্নতা। (০0176170109) একটি প্রয়োজনীয় (06069581) 
সত। কন্তু এই সর্ত পধ্যাপ্ত ($05016171) নয় । অর্থাৎ /(%) ফাংশনের ৫ 'বন্দুতে 
অন্তরকলজের আস্তত্বের জন্য /€-) ফাংশনটি ৫ বিন্দুতে আবচ্ছিন্ন হবে, বিন্তু 70০) 
ফাংশনটি ৫ বিন্দুতে আঁবাচ্ছন্ন হলেও, € শবন্দুতে /(০)-এর অন্তরকলজ না থাকতেও 
পারে । অন্তরকলন আলোচনার সময় আর একটি পাঁরভাষ। যথা বিভেদক ( অন্তরকল ) 
ব। গবভেদক সহগ (01051617001 বা ৫1061901018] ০০-6101906) আসবে । 
এক চলাবাঁশষ্ট ফাংশনের ক্ষেত্রে এই দুইটি পরিভাষ'র ( যথা অন্তরকলজ বা বিভেদক 
সহগ্ ) বিশেষ কোনে। পার্থক্য নাই । তাই প্রকৃতভাবে দুইটি পাঁরভাষা বোঝার পর 
এই দুইটি পারভাষার যে কোন একটি লেখ যেতে পারে ৷ বু চলাবাশষ্ট ফাংশনের 
ক্ষেত্রে অন্তরকলজের ধারণা একটু বিশদভাবে করতে হয়, কারণ অস্তরকলজ নির্ণয়ের 
সময় কোন্‌ চলের বা্ধি বা হাস নেওয়। হচ্ছে ত৷ লক্ষ্য রাখতে হয় এবং তখনই আংশিক 


১৪৮ কলনশবদ্যা 


অস্তরকলজ সমূহের আস্তিত্ব বহু চলাবাঁশষ্ট ফাংশনের আঁবাচ্ছন্নতা বজায় রাখে ন৷ বলে 
আর একটি পাঁরভাষার ( যথ। 'দিকাঁবাশষ্ট অন্তরকলজ (17601010081 0118016) 
প্রয়োজন হয় । “কন্তু এই 'দিকাঁবাশষ্ট অন্তরকলজও ফাংশনের আঁবাচ্ছন্নতা বজায় 
রাখে না । বিভেদক ধারণার সাহায্যে বুচল 'বাঁশিষ্ট ফাংশনের আলোচন৷ করা হয় 
এবং এ ক্ষেত্রে অস্তরকলজ ও 'িাভেদক এক নয়। এইসব আলোচনা আমরা নবম 
অধ্যায়ে বিশদভাবে করবো । 


বঙতমান অধ্যায়ে আমর। একচল 'বাঁশষ্ট ফাংশনের অন্তরকলজ এবং াবভেদক সহগ 
পাঁরষ্কারভাবে আলোচন। করবো । এই দুইটি ধারণার সঙ্গাত সম্পর্কে আলোচনা কর! 
হবে। অন্তরকলজের নিয়মগুল এবং বভেদক যুক্ত ফাংশনের ধর্ম সম্বন্ধে আলোচনা 
করা হবে। সবশেষে উল্লেখযোগ্য কলন বিদ্যার পূর্ব অধ্যায়ে যে সব একচলাবাঁশষ্ট 
ফাংশনের উদাহরণ দেওয়। হয়েছে তাদের অন্তরকলজগুঁল পাঠকদের মনে রাখতে হবে । 
অন্তরকলজ নির্ণয় করার অভ্যাস ভালোভাবে আয়ত্ব না৷ করলে পরবর্তাঁ অধ্যায়ে আলোচনা 
ও অঙ্ক কষ। দুরুহ হয়ে উঠবে । তাই কলন বিদ্যার সীমার অভ্যাস এবং অন্তরকলজ 
নর্ণয়ের অভ্যাস খুব ভালোভাবে আয়ত্ব কর উচিত । 


5.02 একচলবিশিষ্ট ফাংশনের অস্তরকলজ 
মনে কর 70৯) ফাংশনটি একটি মুক্ত অন্তরাল (৫৫, &) তে সংজ্ঞত এবং 
৫ € (৫, ৪) । এখন যাঁদ নিম্বলিখত সীমার 
১৯৫ ৫ 
সান্ত আন্তত্ব থাকে তবে আমরা বাল 7০) ফাংশনের ১:7৫ 'বন্দুতে অন্তরকলজ 
আছে এবং এই সীমাই /0%) এর ৮৫ শীবন্দুতে অন্তরকলজ । প্রতীক চিহ্ন ?হসাবে 
আমরা লাখ 
/(%) -./ 6) ৮৮:01) 


কি 


স৯€ 
সীমার সংজ্ঞ। থেকে আমরা জান / (০) ফাংশনের ০-৫ বিন্দুতে অন্তরকলজের 
আস্তত্বের জন্য নিম্নীলাখত সীম। দুইটি সান্তভাবে বিদ্যমান থাকা প্রয়োজন 
10)-/06) 7 [ঢা /0০)-766) 
26 ০ € 


1117) 
১৮ --৫ 


০৯০ - ০67৯৫ 4 


অভ্তরকলনের মূলকথ। ১৪৯ 


এবং উপরোন্ত সীমা দুইটি সমান হওয়ারও প্রয়োজন । উপরোন্ত সীম। দুইটি 
স্পষ্টতঃই বামপক্ষের এবং ডানপক্ষের সীম। 'নর্দেশ করে এবং সেহেতু আমরা লাখ 


1/(০)-]107 470697-406) 


০৮-৯৮- ৮ 


এবং 1:/0৫)-৮ 111 102) 7404) , 
১০476 
এখন (1) থেকে সহজেই লেখ। যায় 
/০-8৭ ৫+/0-/0) ৮: 
| /- ৯০ / 


কারণ ০-৫-/ ধরে পাই %- ১০, যখন 7৮৯০, 


ফাংশনের কোন এক অন্তরালে অস্তরকলজ 

এক চলাবাঁশষ্১ ফাংশনের কোন এক বন্দুতে অন্তরকলজের সংজ্ঞ। দেওয়া হলে। । 
এবার ফাংশনের এক 'বন্দুতে অন্তরকলজের সংজ্ঞার সাহায্যে কোন এক অন্তরালে 
অন্তরকলজের সংজ্ঞ। দেওয়৷ হবে । যাঁদ কোন এক ফাংশন /(2) এক মুস্ত অন্তরাল 
(৫, 6) তে সংজ্ঞত হয়, এবং এই অন্তরালে প্রাত বিন্দুতে 7(%)-এর অস্তরকলজ 
থাকে তাহলে (৫, ৮) অন্তরালে 7) এর অন্তরকলজ বা সাধারণ অন্তরকলজ 
নশ্নীলাখত সীমার দ্বারা সংজ্ঞায়িত করা যেতে পারে 

17) 0010 ৮৩০ 709), 

যেখানে % € (৪, ৮). 


উপরক্তু যাঁদ কোনে। ফাংশন 72) এক বদ্ধ অন্তরাল [এ, &] তে সংঁজ্ঞিত হয়, 
তবে /€১) এর এই বদ্ধ অন্তরালে অন্তরকলজ আছে বলতে বুঝায় 
0) 4৫৫) সান্তভাবে বিদ্যমান, যখন ৫-৫-৫৪, 
(11) 47১2) সান্তভাবে বিদ্যমান, 
(111) 450৮) সান্তভাবে বিদ্যমান । 


5.03 ফাংশনের অন্তরকলজের জ্যামিতিক ভাৎপর্য্য 
মনে কর )-/(০) ফাংশনটি [৫, ] বদ্ধ অন্তরালে সংজ্ঞত এবং এই অন্তরালে 
ফাংশনটির লেখাচত্র 4108 ; মনে কর ৪২৫৮ এবং 0447৫, 01/-০+/ 


১৫০ কলন-শাবদ্যা 


তাহলে, 214 -/৫৫) 


01৬7170৫411) 
এখন আমরা পাই 
তিতা -0৫) 01 -774_ 04 
1 নি _ (2) 6, 





যেখানে 4 %১0» 69 (0৮ জ্যা 4 অক্ষরেখার সাঁহত 6 কোণ উৎপন্ন করে) 
মনে কর। যাক যখন লেখচিত্রের উপর 'দয়ে 0-৯%, তখন 04-৯0 এবং £/-৯0 ; 
তাহলে এই অবস্থায় 0 জ্য। ৮? স্পর্শকে (৮ বিন্দুতে ) পাঁরণত হবে এবং £৪ 
এইন্অবস্থায় £% তে পাঁরণত হবে । 


সুতরাং যখন ০-£ (লেখাঁচন্রের উপর য়ে ), তখন ০0%-০, £৮£-৯০, 
০0 জ্যা _৯ স্পর্শক 217, এবং 9 ৯ %. 


16৫) 117) 10০+/) ১ (৫) 
10 / 


11] 94 
(0-৯৮ 74 


-]11]) (1 9 
0-৯% 


21) % 


অন্তএৰ ৮৫ বিন্দুতে /() ফাংশনের অন্তরকলজের জ্যামিতিক অর্থ 
হলে। এই যে ৫/৫)) চ্ছানাস্কের বিন্দুতে স্পর্শক 7অক্ষরেখার 
স্থিত ঘে কোণ উৎ্পল্প করে দেই কোণের ত্রিকোণমিতভির টযান- 
জেব্টই ফাংশনের ৫ বিন্দুতে অন্তরকলজ । 


অস্তরকলনের মৃলকথ। ৯৬৯ 


50.4 কয়েকটি বিশেষ উদাহরণ £ 
উদ্দাহরণ 1. দেখাও যে 7()- ০ ফাংশনটির £ এর সকল বাস্তব মানের 


জন্য অস্তরকলজ 'বদ্যমান। 
উত্তর ০___ 
এখানে /() _117) ০ 
- |) ১+/7-9 


লক্ষ্য করা যেতে পারে যে » এর সকল বাস্তব মানের জন্য / (৮) এর অন্তরকলজ 
একটি দুম; 7-১ এর লেখাঁচত্র একটি সরলরেধ। এবং এই সরলরেখার ষে 
কোন 'বন্দুতে স্পর্শক %-অক্ষরেখার সাহত যে কোণ উৎপন্ন করে সেই কোণের 
ত্রকোণামাতর ট্যানজেপ্টের মান ]. 


উদ্ধান্রণ 2. প্রমাণ কর 70) ৪ ফাংশনটির [0, 1] অন্তরালে অন্তরকলজ 
বদ্যমান । 

উত্তর £₹_ 

এখানে আলোচনাকে আমরা [তিনটি অংশে ভাগ করে নিতে পারি, যথা (0, 1) 
মুস্ত অন্তরালের যে কোন বিন্দুতে আলোচনা, »%-0 বন্দুতে আলে"'বা এবং ০! 
বিন্দুতে আলোচন। । 

মনে কর ৫ € (9, 1) ; তাহলে 

/()-11) : 40648)7-466) 
/-৯0 


/ 
লু 1110) (০+/) 70. 
/-_৯0) 
৮11] %(20 +/)- ||] (2071) 7 2৫. 
1-৯০ £ /-৮. 


পরে সংজ্ঞানুসারে আমরা দোখ 


/00)-7(0)-11) 709+%)71€0) 
/-৯০+ / 


৯৫২ কলন-বদ্যা 


শেষে আমরা দোঁখ 
701)-1760) লা /617+%)-40) 
/-৯0- / 


০ 10) 1০ 


|): (2+%)-2, 
/-৯০ - / /॥-৯0- 


তাহলে 7 ()-১৪ ফাংশনটির [0, 1] বদ্ধ অন্তরালে অন্তরকলজ বিদ্যমান দেখ! 
গেল । আমরা লিখতে পার ' 
(05) 75255 % 5 [0, 1], 
কারণ ./(৫)-2৫, যখন ৫ € (0, 1) এবং 
1700)-৮2 * ০-০, 701) -2 * 172. 


মন্তব্য ঃ$ ফাংশনের অন্তরকলজের জ্যামাতক অর্থ থেকে দেখা যায় যে যাঁদ 

10০) বক্ররেখার (৫,/৫)) বিন্দুতে স্পর্শক টান। যায় তবে সেই স্পর্শকের 
সমীকরণ হবে নিম্নরূপ £ 

)- (০). (০) - 0০৫-9 
তাহলে উদাহর ণ 2 থেকে আমরা সহজেই পাই যে )-৪ বকুরেখার যো বন্দুর ভুজ 
€ (0৫1) সেই বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ 

))-- 09 7 2৫(০৫-6) 

অথবা )+ 0587 205 

বক্তরেখার কোন 'বন্দুতে স্পর্শকের (বা আঁভলম্বের ) সর্মীকরণ বাহর করার জন্য 
কলন বিদ্যার এই পদ্ধাত খুবই সুবিধাজনক । পরবর্তাঁ অধ্যায়ে এ সম্বন্ধে বিশদভাবে 
আলোচন। করা হবে। 


উদ্দাহরণ 3. , নম্নলিখিত ফাংশনটির ০.০ বিন্দুতে অন্তরকলজের আস্ত 
পরীক্ষা কর £ ॥ 
/)-0, যখন ০৮০ 
৮১5 যখন ৮১৮9 
- --০ যখন %€9 


অস্তরকলনের মূলকথ। কার 
উত্তর £-_ 
এখানে আমর লক্ষ্য করি 


7(0)- 17) 100+8)-100) _ 117) 10) 00) 
/-+09- /-৯0 - / 





সর টত। 99০75 (-8)৮-1 
/-৯০- ॥ /- ৯০ - 


কভু 1২ 00)-110 100+%)-460)- |) )7400) 
/-৯০+ £ /-৯০0+ / 


্/াডিটি..6- 7 4 
1- ৯07 1- ৯০+ 


যেহেতু 1 (0) ₹ 7 00), 7" (0) এর আস্তত্ব নাই। 
উদ্ভাহুরণ 4. মনে কর 


টিন ২ যখন ০ + 0 


সম (0 ১ যখন €-_- 0 
এখন /€(0) এর আস্তত্ব পরীক্ষা কর। যাক । 

*. ] 
/ 511 ৮ -0 
এখানে 700) ৯ 117)-100+%) (0) _ [থা 1 

/-৯০ / ॥-৯০ / 

111] 511) | . 
/-0 4 


আমর জানি 117) 90 বিদ্যমান নয় । সুতরাং /(0) এর আস্তত্ব নাই । 


৮ 
মন্তব্য £_অনুরূপভাবে দেখানো যেতে পারে নিম্নীলাখত ফাংশনটির 2-0০ 
1বন্দুতে অস্তরকলজের আস্তিত্ব নাই ৪__ 
10০) ০৮ % ০০৪১, ১720 
/00)-০. 
উদ্দাহুরণ 5. সংজ্ঞার সাহায্যে দেখাও থে 
(0)-০, 


যখন 105) 7 58 511 ১, ১ 720, এবং 00৮). 0, %- 0 


১৪ কলন-াবদ্য। 
উত্তর £-_ 


২) 1 _ 
এখানে 700). 110740%)-100)- 11) 47 


স্] ||] / 511) 1. 
॥ ৯০ / 


|] 
এখন আমরা জানি |গা। 2 5107 ০ ; সুতরাং /(0)০ 


১৯ 


মন্তব্য £₹ অনুর্পভাবে দেখানো যেতে পারে যে / (0)- 0, যখন 
10১) - 5৪ ০০95 ্ 27 0 
এবং /09)-০0 


5.05 ফাংশনের অবিচ্ছিম্নতা এবং অন্তরকলজের অস্তিত্ব 


উপপাদ্ভ 1. যাঁদ একটি ফাংশন 7) একটি বদ্ধ অন্তরালে [৫, &] তে 
সংঁজ্ঞত হয় এবং অন্তরালের যে কোন একটি "বিন্দুতে ফাংশনের অন্তরকলজের আস্তত্ব 
থাকে তবে) এ বন্দুতে আঁবাচ্ছন্ন হবে। 


গ্ুমাণ £- 
প্রথম মনে কার ৫ € (৫, %) ; এখন উপপাদ্যের প্রকষ্প অনুযায়ী /€৫) একাঁট 
সান্ত সংখ্যা । 


যেহেতু /০+/)-/০)-/:2+% 746) -%. 


আমরা পাই 
ৰ _ (717 100+/)7-106)1 [11 
সহ সির সু ] 0 ] 
- 0) * 0 
-0 


আবাচ্ছন্লতার সংজ্ঞানুসারে আমরা দোঁখ 0) ফাংশনটি 2.৫ 
(৫ € ৫ € &) বিন্দুতে আবচ্ছিন | 


অন্তরকলনের মূলকথ ১৫৬ 


এখন ০: বিন্দু (বামপ্রান্তাবন্দুতে ) 10) এর আঁবাচ্ছন্নতার আলোচনা করা 
যাক। প্রান্তীবন্দুতে ফাংশনের অন্তরকলজের সংজ্ঞানুসারে আমরা পাই 


/৫)-8/4)- | 30418) 
/- ৯০4 
এখন 110): 1706 +7)-106)1 
/-0+ 


্ সব & জি ] ৪9 + 1] 


009) -0-0 
]1]) 1066 71) 5108) 
০ 


-৯০ 
অতএব স্পষ্টত দেখা যায় /(৫) ফাংশনটি -£ বিন্দুতে ( শুধুমাত্র ডান দিকে ) 
অবাচ্ছন্ন ; যেহেতু ফাংশনটি --৫ এর বামাঁদকে সাঁজ্ঞত নয় সেহেতু এই 
্রান্তাবন্দুতে 0০) ফাংশনটি আঁবাচ্ছন্ন বলতে বঝতে হবে যখন %--0+, তখন 
10৫ +/)-৯0). ৃ 
অনুরূপভাবে দেখানো৷ যেতে পারে যখন /৫৪)-1/1%) বিদ্যমান হয় তখন 
7) ফাংশনটি *-& গবন্দুতে (শুধুমাত্র বামাদকে ) আঁবচ্ছিন্ন। 


মন্তব্য £ ফাংশনের কোন বিন্দুতে অন্তরকলজের আঁন্তত্বের , ন্য ফাংশনের সেই 
বিন্দুতে আঁবাচ্ছন্নতার সর্তটি প্রয়োজনীয়, কিন্তু পর্যাপ্ত নয়। এখানে অন্তরকলজের 
আস্তত্বের অর্থ আমর৷ ধরোছি অন্তরকলজের সান্ত মান। 


উদ্দাহরঞ ৫ 

যাঁদ একটি ফাংশন /() বদ্ধ অন্তরাল [০, 1] তে সংাঁজ্ঞত হস যেখানে 

/0)- * 0 শু মিশু 
লু] 7.0 ভ্রু শু ॥ 

তবে দেখাও যে 1) ফাংশনটি --ঠ বিন্দুতে আঁবাচ্ছন্ন, কিন্তু /5$) এর আস্ত 
নাই। 

উত্তর £ প্রথমে 70) ফাংশনের ০-ঠু বিন্দুতে আঁবাচ্ছন্ততার আলোচন। 
করা যাকৃ। 


৯৬৬ 


কলন-াবিদ্যা 
এখানে 
1117) 0) -5 111 25 
১-৯ম-9 ৮-১৯%-9 


৮৯ +9 ৮-5+0 


110) :(০)-২% 
2 
পুনরায় 7 (২) [941, তি 
যেহেতু 111 (১) -1/($), 709) ফাংশনাঁটকে %-সঠু বিন্দুতে আঁবাচ্ছন্ন । 
2 
এখন 70) ফাংশনেয় 2৫. ঠ বিন্দুতে অন্তরকলজের আস্তত্ব আলোচন। কর৷ হবে। 


7/(8) ₹110 ক )7-/08)-117) 27858 
/-৯০- 20 / 


ভা. 2 22 
1॥- ৯০ - / ॥- ৯০0 - 


প্নরায় 76€5) 1170 101+/)-4 08) 5117) 1-($+/)-8 


ন্ 


/-৯0+ / 1৯০4 রি 
স্]াগা। | ০0 সা 051) -1 
/- ৯0 + /-৯০ + 


যেহেতু 1204) 7 78), /$&) এর আস্তত্ব নাই । 


মন্তব্য $_উপরোন্ত উদাহরণের সাহায্যে স্পম্টতঃ বুঝা যায় ষে একাঁট ফাংশন 


কোনে। বিন্দুতে আঁবাচ্ছন্ন হলেও ফাংশনাটির এ বিন্দুতে অন্তরকলজের অস্তিত্ব নাও 
থাকতে পারে । 
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2 


রাত 





111) 91011211170) 511) 4 ূ / 


এবং 110) ০990৮ +//2) 7 ০০3 € যেহেতু ০০5 7 একাঁটি আঁবীচ্ছন্ন ফাংশন) 


সি 


যি 
86510 স%) 7 60৪ 


মন্তব্য £ মনে রাখা দরকার 4030 ১, * নির্ণয় করার সময় আমরা (500--- 


% এ 020 ৮ অসমতাটর সাহাষ্য লই এবং % সেখানে রোভয়ানে মাপা হয়েছিল । 
অতএব 51 ১ এর অস্তরকলজ ০০৪ % তখনই খন ০ রোডয়ানে প্রকাশিত । 


অন্তরকলনের মূলকথ। 





১৬৫ 
€11) মনে কর 170১) - ০099 2 
অনুরূপভাবে দেখাও যে 

৭0০ও )- _ 517 

(111) মনে কর 705) - 180 ০ 
2/0 ডি না (27) (7: ০ মে 
_ |] 91) (৮7/) 0095 7৮- 00959 (১677) 511. 5 
৯৪ / ০0০১ (১07 /1) 095 


110) 911) 101 /7)- 2071 
৮0 % ০93 (+%) ০০5 » 


০ উর নি 517) /7 রি 1 77) 
0095 ৮ 10-09  /| ] £-৮09 005 (+/) 


কার 


অপ সস 


০০0৬ - ০০১ -& 


পল 





০3602 ০৮ (৮4৮+ 1)-5) 
৫ 2 * থে 
রা (69৪) ৯) 7 56022 7 70207 1) 2 


(1৮) মনে কর 70১০) - ০01 ০ 
অনুরূপভাবে দেখাও যে 


৫ (০9৫ ১0) 7 _-00560602% ; সা, 
0৯ 
(৮) মনে কর শাদা 


এখানে £ 0) টা ০0০958০06০7 /) _০0০996০ ০ 
_. 11] - 911) (০৮41) _5171 নন 
/-0 / 510 (04) 510 ১ 
_ |] 2 9110 12 005 (27 /12) 
/-৮0 7 90 (877) 50 5 


1]. [18 910) //2 
80 211870%12 


& (১০ 2510) |) 


১৬৬ কলন-াবদ্যা 


1] 1. ০০99 9 
91] 9 9117) 2 





লু -- 09580 2, 001৮ 5 77717 
৫ 
এ (0056০ ৯) - -_ 00580 স্‌ * 001 23 সা 


(৬1) মনে কর 105)- 9৪০ 2 
অনুরূপভাবে দেখাও যে 


(560 %)-7 500 % * (এ) স্‌) 70217 1) 2 


5.10 অন্তরকলজ নির্ণয়ের নিয়মাবলী 
নিয়ম 12 শৃঙল নিয়ম (019919 7২16) 
ষাঁদ 7102) এবং 2-%*) হয় তাহলে /-11%()]; অতএব আমরা 
লখতে পার 
)-4%0.৩) 
এখন যাঁদ 702) ফাংশনের 2 বিন্দুতে অন্তরকলজ থাকে তবে 102) অন্তরকল- 
যোগ্য হবে । সুতরাং আমর পাই 
৫৬০) ৮ /১7(2)-ট (2)/১2 + 68 /১2 ১০৫) 
যেখানে 11] €1 ৮৮0) 
/১2-৮০ 
পুনরায় যাঁদ %(*) এর অন্তরকলজ বদামান থাকে তবে আমরা পাই 
/১2- /৬%(১৮) 7 % (-)/১০৮+ ০ /১% ১১০ (জজ) 


(1) এবং (1) থেকে পাওয়। যায় 
£১))- 1102) + €507% 0০04১১7৪৪১০ 
-/(2)%()/১ ০ 7 €৪/১১ 
যেখানে ৪১ _ €,%0০) + 682) + ৪55 
এখন €৪-+০, যখন /১--+০; সুতরাং 
£১))-62)%()১০ 7 ৫৪ 4১০ ..১.:050) 


যেখানে 11 ৫৪79 
/৬১৫-৯০ 


অন্তরকলনের মূলকথ। ১৬৭ 
(111) থেকে স্পষ্টতঃই দেখ। যায় ) ৮0৯) অন্তরকলযোগা ; সুতরাং 


40০) এর অন্তরকলজ বিদ্যমান হবে । 
»*০00.- 1 (২)%0%) ১ 


অর্থাঘ ?৮-%/০)-/0/%) 


অথবা, 1০6/$09) /1/0)) 


৫ £ 
-(4/91(6০] 
20). 92 
2 2% 
27). ৫2; যখন ১4 এবং 2৫০০) 


হু ৮ ৮7 


উপরোন্ত নিয়মই কলন বিদ্যায় শৃঙ্খল নিয়ম নামে পাঁরাচত। এই নিয়মট 
ফাংশনের অন্তরকলজ নির্ণয় করার পক্ষে খুবই উপযোগী । 


উদ্বাহরণ 2 মনে কর )- 511 £ এবং 2 99 ১৪ 
এখানে 7 ল 5111 (0099 0) 
4 . 42 
27 /2 ৪২ 
0095 2. (- 511 7) 
৮ _-0095 (০099 ৮) 910 


শৃঙ্খল নিয়মাঁট সামান্মীকরণ করলে পাওয়া যায় 
2) 4) . 5৮ 4১৪ ..7%75 এছ 
2051 72 95 25 9 
উদ্দাহরণ £ মনে কর )- 510 105 005 65 


এখানে মনে করা যেতে পারে 
)/ল 510 23১ 21 25105 2025 262 0095 ৮৪৯ 5৪ 7 €% 


নস্তব্য ঃ 


22/27/2922 28 
74225 2278 45 


] 
১6৪ 


_ (905 105 605 ৪% 00518) ৪০) * €% 
মা 005 ৪% 


১৬৮ কলন-বদ্য। 
নিয়ম 22 যাঁদ 70) এবং £(%) ফাংশন দুইটির অস্তরকলজ থাকে তবে 
ঘা] 1 রা 
(0%)7-50»))- 8:১4 ৪ 2(%) 
প্রমাণ £- | 
মনে কর 40০) 70১) + 80৮) 
2 117 40১7 %)- 4050) 
নু 40 নি ০ 
*_ ]]]) 70৮71) 2047+%)-7-1009)- 8090) 
/-৮0 7 না 


_ 110) 7051 /)7/(5) 102 878) 80) 
1৯০07777117 787৯0771777 


৫ 2 
এ 2১70) 1 2৪০০. 
অনুর্পভাবে প্রমাণ করা যেতে পারে যে 
৫1/)-80০)- 24০9 -809 


জা 


গু 2 ১ 2:০1 ৪ ॥ 
উদাহরণ রি (০09 ০- 10952) 310 2০ 2, 
নিয়ম 32 যাঁদ 70০) এবং ৪৫0) ফাংশন দুইটির অন্তরকলজ থাকে তবে 


" ্ 
4000 ৪০০) ৩ ৪০১] + 8০০ 1০) 


অর্থাৎ রি 1 প্রথম ফাংশন ৮ 'দ্বতীয় ফাংশন) 
- ( প্রথম ফাংশন )('দ্বতীয় ফাংশনের অস্তরকলজ ) 
+(€ দ্বিতীয় ফাংশন ) (প্রথম ফাংশনের অস্তরকলজ ) 
প্রমাণ £-_ 
মনে কর /()7/5) * 8০) 
10556 4/(১০) 71955 10) +19558 8) 
৫0০8, 4০)- 4০1০৪০441০8, ৪০)। 


1 2 2 
অথব। নিন 11098 /0%)) - 2 11085 /(%)1+ 21198 505) 


অন্তরকলনের মূলকথ। ১৬৯ 
শঙ্খল 'নিয়মানুসারে আমরা পাই 


(১) 1), 8 (50 চারা 
0০) 109) 720০) [/ (০০) নে 40৯), ইত্যাঁদ ) 


অথবা ০০. /০14০৪007-8/0) 


/0%) ৫ (9) + 80) 709. 


মন্তব্য হ (1) নয়ন 3এর প্রমাণ নিয়ম 2এর মত করা যেতে পারে । কিন্তু 
এখানে নিয়ম 3এর যে প্রমাণ দেওয়। হল ত৷ কলন-াবদ্যায় 'লগারিদম অন্তভরকলজ 
পদ্ধতি” নামে পাঁরাঁচিত, যেহেতু এই পদ্ধাতিতে প্রথমে সমীকরণের উভয় পক্ষের 
লগারদম নেওয়। হয়েছে এবং পরে উভয় পক্ষের অন্তরকলজ 'নর্ণয় করা হয়েছে । এই 
পদ্ধাতাঁট পাঠকদের বশেষ ভাবে আয়ত্ব করা উচিত কারণ অনেক জাঁটল অঙ্কের 
সমাধান এই পন্ধভির সাহায্যে করা হবে। উপরন্তু এই পদ্ধাতর একটি সুবিধাজনক 
[দিক আছে; যথা এই নিয়মের সাহায্যে নিয়ম 3 এর সামান্টীকরণ করা৷ যেতে 
পারে। যেমন মনে কর 
%/(5) 77 (5০) 0০)-----5%0%) 
198 %/()- 105 11(02) + 198 750০০) + * 7105 0902) 
এখন শৃঙ্খল 'নিয়মানুসারে 
%/ (2) (38) 15050) 4.১... 11৮0০) 
(১) (50 5৫4) (50) 
1 (58) -/(54)/(0))0 (৮)---73%0০০) 
1+/ 5 (50)15(5)) (০)---7%050 
13 (১০) (5)/5 €১০)-7(5) 





++. (১৫)72())3 (০).--- ]থিচ (50) 
অতএব লগ্াারদম অন্তরকলজ পদ্ধাতির সাহায্যে ফাংশনের গ্রণফলের অন্তরকলজ- 
এর 'নর্ণয় সহজ হয়ে উঠেছে । 
(2) নিয়ম 2এর সামান্টীকরণ করা যেতে "পর । যথা : 


ও . 100): 750৮)5--3070৯)) 


দি ৪ 7. ূ ৫ 
রি নি (০92: 2০45 (০০) 3 4256), 


১৭০ কলন-াবদ্যা 
(3) নিয়মগু'লর সামান্নীকরণ ক্ষেত্রে % অনন্ত নেওয়। যেতে পারে না, কারণ 
তাহলে আভসরণের প্রশ্ন উঠতে পারে । 
উদ্ধাহুরণ 
1. মনে কর %(০০)- ০ 510 2 (195 ০) 


এখানে /()- ৫ (65) 5117 2 (0195 ০) 
2 ৫ শ 
15 (79 ১] (1098 ০০ 
নর ৪ 
+ 55 ০ 
25 511) এড 1০৪ ০) 

6 91) 2 (105 2৮)+ 2 0099 «€ (108 ০2০) + ০১0 

2১ মনে কর (০) (0 7 (317 00560 ০) 


/ (১) - (2 ট্র 9118 ৮] 560 ১৮ + 9117 রা 


96০ ০৬ ] 


77095 ৮ , 590 707 911] 7, 960 ০6. (20 7 
৮] + 0012 এ 
লু 9802 ০ 
নিয়ম 4£ বাঁদ/) এবং £€) ফাংশন দুইটির অন্তরকলজ থাকে তবে 
ণ ৮159)- 10») 50৯) 6 (৯) 1ম) 





0%1805)/7 18005. 
অর্থাৎ ৫ব)- (লবের অন্তরকলজ) (হর) -(হরের অন্তরকলজ) (লব) 
৫: হর), 
প্রমাণ £ 


মনে কর (০০)-/6)18(09) 
1985 409) ি. 1956 (5) হু 1986 £(০) 
৫ ণ 2 
1055 %/(-৮)- রি 198০/6) _ চা 1985 (5) 


শৃঙ্খল নিয়মানুসারে 
1/(2) 10) _£ (১). 


102০) /0১) ৪0০) 


রা 10%)80)-80)/09)) 4 02)80০)- 80০10) 
% (9) 40০) এনা 70৯)2৫%) এ 10015 


অন্তরকলনের মূলকথা নন 


উদ্বাহরণ £ 


1, মনে কর %(০)- (20 911) 2 
০099 ০ 
(৫ (511) ১)] 0095 2 - | ৪ (9095 ১] 911) 
27৫ 0 
9995 2 


% (৯). 


00922৮45112 2 
টিক 


ঠি, মনে কর (9) _ 510 চি 


10). (০০9 নে * 911 ০৫ 
_ ১০09 7910 ০৫, 
চি 
5.11 পূর্বোক্ত নিয়মগ্ুলির সাহায্যে কত্তকগুলি বিশিষ্ট ফাংশনের 
জন্তরকলজ 2 
(4৯) 60) (০)- 0, যেখানে ৫ একটি ধুবক 


.. প্র 
(0) 06 -00)1- ০6 ২) 
প্রমাণ £_ 
(1) মনে কার 10) - ৫ 


»১::/0)- 100, 1654+/) 7408) 11070076110) 0-০9 
- /-0777% 7777 


/-07-7% -%-১০ 


(8) 4:10০//-০.4-1/09)+/০)4- 0) 
[নিয়ম 3 অনুসারে ] 
-৫.1(১0 +)0) % 9 
৮০ ০/0), 
(8) 7* ফাংশনের অন্তরকলজ, যেখানে ॥% একটি বাস্তব সংখ্যা £__ 
মনে কার /%(১) - 2%% 
19552) - 7 1985 


১৭২ কলনশাবদ্যা 
2 2 
সিন 11985 /09)1- (% 19559) 


শৃঙ্খল নয়মানুসারে 
(2) ৮ ( যেহেতু % একটি ধুবক ) 
ছকে 
//()- : * ০০০০7150575 


রে ১ ১৩০ 
রেস 


(০) বিলোম বা বিপরীত (07৮75) ফাংশনের অন্তরকলজ 

মনে কার )-%৯) ফাংশনটি এর মানের একাঁট অন্তরালে আঁবাচ্ছন্ন এবং 
যথাষথ আরোহী বা অবরোহী, তাহলে আমর! লিখতে পার 

১. %(০)), 

যেখানে % ফাংশন 7 ফাংশনের বিপরীত বা গবলোম ফাংশন । এখন মনে কাঁর 
/%) ফাংশনের ০ ীবন্দুতে অন্তরকলজ আছে এবং এই অন্তরকলজের মান কোন 
অবস্থাতে শূন্য নয় । 

তাহলে %0)-110) %0+1)-%€)) 
/-৯০ 1 


মনে কার %0/+1) -০+% তাহলে ॥£-৯০ যখন £-১0 
%(0)- 111) %0+170-7-%0) 11000 +/)- 2 
সি % -%-00+%)-70) 
| '.. ০১-/() ] 
1) 11100+7)-19) 
| 


1 4 


1102) [00550 1 


উদ্দাহুরণ £ 
1]. যাঁদ 7-৪*, তাহলে 2-1098৪8 7 
এখানে /)-৪০, :%(0)- 1955) 


] ] 


*::90 00827 76) 5০ 208) 5) 


অন্তরকলনের মূলকথ। ১৭৩ 
অতএব ৫* এর অন্তরকলজের মাধ্যমে 105 ) ফাংশনের অন্তরকলজ পাওয়া সম্ভব 
হচ্ছে, নিরারনানারাদ রায়ের 


টা ৫.৫) -৪*-৯৪ 6০৪০ »)-৪ 


2. যাঁদ )- 510 ৮, তবে %শ 5110-50/ 
এখানে 10) 5117 2১ %(0)- 510-:)7 
হীরার জোর্রররা 1. 
105) ০০5 7 ৯/1- 0 +/] 7705 


রি (91714 ৯:)- টু ১১ 
৫% ২/] _ 


বর রর 
হি টড 1) 





3. আ্সনর্পভাবে দেখানো যেতে পারে 
। 2 ] 
মর 27175 ৮ ০ ইলা 
টি (০০5- £ 90) ভিন, 
এখানে লক্ষ্য করা৷ যেতে পারে 
317-7 2০4 ০০৪-*০৫ ন | ভ্রিকোণামাত থেকে ] 


৫. (5105 %4 0099-: ০6)- (5 


বোনা পতি 
অথবা টা (511)-2 2) ও ৫ (০০3 90 


এখন ৫. (377-5 20) ল টার জান। থাকুলে নু এ ৫ ৫০৩- ১) সহজেই 


270 
শনর্ণয্ করা যায়। বথ। 
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নিয়মের সাহায্যে দুইটি ফাংশনের গুণফল ফাংশনকে ব্লামক অন্তরকলনের ফলে ষে 
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প্রমাণ 2 
লাইবাঁনজের উপপাদ্য %- ] বাঁসয়ে পাওয়। যায় 
(74. ৮)১ 742৮০ + 00৮) 
25141712492 (1) 
পুনরায় অস্তরকলনের 'নয়মানুসারে আমর জানি 
এ 
076 
অর্থাৎ (% - ৮): 7 %:৮ 72৮5 ( যেখানে &০ ₹% ৮৫৮, ইত্যাঁদ ) 


(% * ৮58৮4 2৮ €1) 


কমিক অন্তরকলন ১৯১ 
(5) এবং (1) থেকে সহজেই দেখ যায় লাইবানজের উপপাদ্য % 1] এ সত্য । 
এখন মনে করা যাক উপপাদ্যাট %- 7? এ সত্য অর্থাৎ 


(& * 0)? -্* 271 (% |4৮-. 3 4 (2 | 1055 ৮547 
+ রে | 58517 (7) 


€111) এর উভয় পক্ষের % এর সাপেক্ষে অন্তরকলজ নির্ণয় করে পাওয়া যায় 
(৮), -দ+৮+] 1+ | রা ]]ঘন)) 


"1 )+ | ্ )]৮৮-২৮7 2 
[0৮21] 5(2]] ৮ 


শঁ উল হ5:৯ ৪৩৩ ৪ ৪৪ হাত 17 24977 3 


17৫4 ] 77717 1 
দু 147771৮1117 ] 1৮7, 7 1/৮-, 27" 


1724 ] । 
+( রি | 1715 -7 ৮7112৫৮ল7277 01৬) 


(111) এবং (1৮) থেকে স্পষ্ততঃই দেখ! যায় যে যখনই উপপাদ্যাটি %- 71 এর জন্য 
সত্য হয়, তখনই উহ। 7%--71+1 এর জন্য সত্য হবে । বিশেষভাবে উপপাদ্যাট 
£.- 1 এর ক্ষেত্রে সত্য । অতএব গাঁণাতক আরোহ-নীতির সাহায্যে প্রম, শত হয় যে 
উপপাদ্যাট % এর যে কোন ধনাত্মক পূর্ণসংখ্যা মানের জন্য সত্য । 
উদ্বাহরণ £ 

1. যাঁদ 7- 6০০ হয়, তবে 7 এর %-তম অন্তরকলজ 'নর্ণয় কর । 

উত্তরঃ মনে কর & » ৪০৮ এবং ৮ - ০ 

এখন লাইবাঁনজের উপপাদ্য অনুসারে আমরা জান 

(6.৮), - 842) &9-2 95 1 (2) %%-22 7 88 
এখানে: &17-22%5১ 975 226955 29 ল 232925 *4% ন 2255 
এবং ৮37 255 ৮2752, ৮৪74 *ঙ্গ টি 
১০067, 905) ৮৮ 255,501 22852525220 ৭ ৮] 2 জি ত2 
26০59 1 27257 26০. +7107%- 1)0%- 52০2 


-2০9০ [0758 1 27125-594-710%-1)2%৮-5] 


১৯২ কলন-াবদ। 


2. যাঁদ )- 0৪05 %, তবে দেখাও যে 
(1 +১2)))2 +26)8 0) 
এখন নিম্বালাখিত সমতা প্রমাণ কর £_ 
(1 1 768)0/9,+2 +2074+ 1)70)/7+2 + 7107 1 1))/%- 0 


উত্তর £_ 


এনা 
(1 +562))/1- 1 
উভয়পক্ষের »% এর সাপেক্ষে অন্তরকলজ নির্ণয় করলে পাওয়া যায় 
(1 +562))15 + 25)/1 ৯০ ৮৮ ১) 


এখন লাইবাঁনজের উপপাদ্যের সাহায্যে 0) এর উভয় পক্ষের অন্তরকলজ নির্ণবর 
করলে দেখা বাধ 
77519 (1 1502) 1 2%20077+5.+707 10075 4 2[5)/%+2 + 701] 70 
অথবা (1 +22))77+5 + 20774 1)5)/%+1 17074 1)))%-0 
3. যাঁদ )--5170077 5117-50) হয়, তবে প্রমাণ কর ৫ 
(1 -28)0%+হ _ (27471030755 + 0115 71৭0) 70 


উত্তর £_ 


অথবা .১/(1 262), 01 7577 0093 (077 3110 2০০) 


উপরোন্ত সমীকরণের উভয় পক্ষের অস্তরকলজ নির্ণয় করলে পাওয়া ষায় 


01 -১৯).৪- 7- _ 8007 গ০-,-- 7৮ 
অথবা €1 -062))15 902 17772 5110 (777 510-22০)-0 
অথবা ৫1 298 -90 +185)-0 (৮ 07910 (৮1587: 9০) 
শেষের সমীকরণের উভয় পক্ষের %-তম অস্তরকলজ (লাইবানজের উপপাদ্য প্রয়োগে ) 
নর্ণয় করলে পাওয়া যায় 
7%৮+2. (1 ৮2) 2750%+51+1716% 10075 71045 ১০৪47107৮11 7৫0% 0 
অথবা (122) 7%৮+9 _ (2711) ১0151 0775 7705) 7৮৮0 


ক্লামক অস্তরকলন ১৯৩ 


4. বাদ )- ৫ ০95 (1098 2)+& 510 0095 ৮), তবে দেখাও যে 
23019 + 902 +0/-07 
সমীঁকরণাটিকে লাইবাঁণজের উপপাদ্য অনুষায়ী ॥ বার অন্তরকলন করে প্রমাণ কর 
১9074 2 ঁ (214 1) ৮0074]. 1 (72 + 1) 01? সত 0 
উত্তর ৫ 


এখানে 90117 -% 511) (105 2০)+ ০০93 (109 2) 


2০)/5- 2 511) (1095 ১০)+৮ 0০5 (195 2০) 
উভয়পক্ষের অন্তরকলন করে পাওয়া যায় 


2৫)/2 10) 7 -$ ০০93 (1095 ০) -৯ 911) (1095 ০) 


অথবা ০2012 + 20127 -_ [2 ০95 (1959 2)+% 510 (1098 2)] 
অথব। ১৮4৪ 7 50/57- 73 
26202 +20)110/-9 (প্রমাণিত ) 
এখন লইবাঁনজের উপপাদ্যের সাহায্যে পাই 
7৮499 12120 0%+8 71108 _ 197৮ 40৮45. 4711)% 4 0/% 0 
অথবা ০)/৮+9 + (27 + 1)207%+$ + 0৮ + 1))-0 [প্রমাঁণত ]। 


5. যাঁদ )- €817-০%, তবে [22] __ এর মান নির্ণর কর। 


27051-০ 
উত্তর £-_ 
উদাহরণ 2 থেকে আমর জানি 
(1 1 2০2))77+52 1 2011 4 1)2501-5 47107 4 10) 759 
এখন উপরোন্ত অভেদে ৮ - 0 বাঁসরে এবং [)%]%-০ এর পাঁরবর্তে (%)০ লিখলে 
পাওয়। যায় 
(0/7+5)০9 7 -7107 4 1)(01%)০ 
অর্থাৎ (0%)০- -0/-2)0% _1)001%-5)9 (৫) 
এখন মনে কর % - 27 (গ্য পূর্ণসংখ্যা )। তাহলে আমরা পাই 
(02৮) 7 _ (277 - 20621 - 1)00)2ল-9)০ 
৮ (-1)2(2777- 1)(277 - 2776 _ 30027 _ 4001৮ -5)০ 
[ ৫) এর পুনঃ প্রয়োগে ] 
০ (-_1)1%-20277 1)6277-2) 0 32 (9/9)০ 
১৩ 


১৯৪ কলন-াবদ্যা 


যেহেতু €1+7৮5) 02 + 205» ০0, সেহেতু (০)০-9 
(92%)০ * 0 *** (01) 
পুনরায় মনে কর %-- 2//+ 1 ( বিষুগ্গ পূর্ণসংখ্যা )। তাহলে আমর পাই 
(078 +5)০- (7 1)2(277)0271 - 1)0277 -2)0277 _ 3)002৮-5)9 


(71) 27021 -1) + ০21 05) 
(-1)” 127% 0,)০ 


যেহেতু 9. ৮ র, সেহেতু (07:9০ ৯ ॥ 
(02%+5)0 7 (-1)% (27 (00 
এখন €11) এবং (111) থেকে আমরা পাই 


2%। 
৩ ০ 0 
ৰ )] রর ॥ যখন ॥ একটি যুগ পূর্ণসংখ্যা 


-(-1) 1671) যখন ॥ একটি বযুগ্য পূর্ণসংখ্য। 


মন্তব্য :-_ [42] . মান (যে কোন % এর জন্য) ফাংশনের [বীর 


ক্ষেত্রে 'বশেষ প্রয়োজনীয় । পরবর্তী অধ্যায়ে যখন ম্যারলারণের উপপাদ্য আলোচন। 
কর৷ হবে তখন এই মানগগুলর প্রয়োজন হবে। 


(3) ইতানফের উপপান্ত 


যাঁদ %/09), % এর একটি ফাংশন এমন হয় যে ৮০) ৯5% এ 
এবং %(%) ও »() যাঁদ ॥-বার অন্তরকলনযোগ্য হয়, তবে 


ডিস, 


0 0 9 
(ক) হি রঃ শা ৫ রর 
72 | 0 9 843 
৮৪ 2৮5 0 82 


৮৮ (2)%-5 (2075-95-0৮ 85 


কমিক অন্তরকলন ১৯৫ 
প্রমাণ ৫ 
ঃ হল ৮ 
০৯৮/(90) /+ 
এখন & এর ক্লামক অন্তরকলন করলে প1ওয়া যায় 


( ৮//35()০ - & 

1 9 

৮7৮) 773 7 141 

শু 721৮4251071. 1792 7 2 


701 - £৫ 


| 
9 + (1:)%_3 চলা তত টাও (15)৮7,-37/7 1" 771» &% 
উপরোন্ত সম্মীকরণগুলী সমাধান করলে (উচ্চ বাঁজগাঁণত দেখ ) (৯) পাওয়। যায় । 


উদ্দাহুরণ 2 7/- 1৪10 2 এর 7%-তম অন্তরকলজ নির্ণয় কর। 


্ 517) : 1/02) 
এলো 1৮65) ল ঝোহ 5675 -77532 771 
সিডি নর 00985 ৮0) 
/ 
রর +-) এবং (/())% ₹ 995 (5 + ্) 


আমরা জান (/0৮))% _ 511) ১ 
অতএব ইভানফের উপপাদা অনুযায়ী আমর৷ পাই 


0095 2 -0 5110 0 
0095%1 22 ৫০ ০০৩ (প/2 ৯7) ০095৮ 0 ৮ ৮৮510 গ12 7 9) 
0095 (27+ মা 2 0093 5+০) ১০১১9] (22+৭) 


28 ৬৩৪৬৪০৩৪৪৪৪ ৪০৪৪৪৪ ৪৫৪৪৪৪৪৪৫৪৪ ৪৬০৪৪৪৪০৪৩৪ ১৩৪৫৪৪০৪৪০৪৩৪৪০০৪০৪৬ ০৩৪০০৪৪০৪৩৪ ও 25203558938 9৫ 


৬০১৬০৩০৩৬৬৩ ৬৬৯৪৪৪৩৬৬৪৪৪৬৪৬৬০৪৪৩৪৪৪০০৪৪০৩৪৪৪৪৪৬৪০৪৪০৬ ৪৪৪৪৪০৪৪৪৪৪ ৪১৪৪৪৮৪৪৪৬১৪০৪৬৪৪০৪৪৪৪৪৪ 


€.64 বিশেষ উদ্দাহরণ 2 
আমরা এই অনুচ্ছেদে কতকগুলি বিশেষ ধরণের উদাহরণ আলোচনা করবো। 


1. মনে কর 77 2০ 91) 02 
এখানে 05 72252 511) 0247 82০25 0095 £5 


₹. 765 2 (911) £5% 0093 9+ 0095 ৮১ 511) 6) 
[ 2-7 093 9 এবং ৮.7 510 6 মনে কাঁরয়। ] 


৮7652 510 (৮2 + 9) 


১৯৬ কলন-ীবদঢ। 
এখন লক্ষ্য করা যায় 


05 +02 772 এবং 1 ৪-০ 


357৮ 025 + ৮) 2০2 917) | 6: 4 (210-0 ০) ০০০01) 
এখন ধর৷ যাক » 
৮৮৯০)৮-৫+৪১)ই ৪০০ সা0(6৮+%% তথয 2] ৮ ৫) 


সহজেই লক্ষ্য করা যায় যখন 7.1, তখন () এবং (1) একই সমতা । 


৫ 
তাহলে 1 ৮ 2 (01%) 


(৫০ +8)৮৯)12 172৭৭ 50 (৮১৮47 8075 ১+৪) 
| যেখানে 2-17 0095 9, ৮77 9110 9] 
_ (02465) 0777)12 05০ 5111 (৬.+ (7741) (27 £ ৫) 
সুতরাং গাঁণাতক আরোহ নীতি অনুসারে আমর। পাই 
0777 (25782 )% 6০ 511) (৮৮4৮ 1810 £ এ 
মন্তব্য 21) উদাহরণ 1এর সামান্টীকরণের ফলে পাওয়। ষায় 
71255 9110 (৮০4৫) 
৮ (22 + 6২)% 0৭০ 911) (৮. +০1+1 10217: ] 
(৮) অনুর্পভাবে প্রমাণ করা যেতে পারে 
1)7১125 ০০১ (৮17 (৫: +6০)% ০6 % ০০3(৮:+% (211 £ ০) 
এবং 4)(64* ০95 (৯৮ + ০) 
- (৫২7 %£ )% €০2 0095 (৮ +০+116210-2 ৫) 
2. সহজেই ক্রমিক অন্তরকলনের সাহায্যে প্রমাণ করা যায় 
(1) 7১055) -71710077 - 1)-.:077 771 1)21-7) 
(11) £0/(225) ভ 06০2% 


(1) 110 +2)-2]7 0771 


(1৬) £0%119507+2)1-7-0-1)%7-507- 1) 11084 2)% 


ক্লামক অন্তরকলন ১৯৭ 


3. অনেক সময় র্যাসানাল' (1২৪0101781) ফাংশনের ॥%-তম অন্তরকলজ নর্ণয় 
করার সময় ফাংশনাটকে আংশিক ভগ্ন ।ংশে (91691 £5০61০2) পাঁরণত করলে 
নির্ণরপদ্ধীত খুব সহজ হয়। সেজন্য এরুপ ফাংশনকে আধাঁশক ভগ্নাংশে পাঁরণত 
করার নিয়মগুলি সংক্ষেপে আলোচন৷ করে নিয়ে ক্লামক অন্তরকলনের কথা বলা হবে। 


আংশিক ভগমাংশ-সম্পাদন করার নিয়ম £_ 
প্রথমে মনে রাখতে হবে এই নিয়মঞ্চুল প্রয়োগ করার আগে এর্‌প ফাংশনের 
লবের মানা (09869) হরের মান্রার চেয়ে কম হওয়৷ দরকার । যাঁদ কমনা হয় তবে 
সাধারণ ভাগের সাহায্যে এরূপ কর৷ সম্ভবপর হয়। উদাহরণস্বরূপ মনে কর 
টা? 
(5_1)08-2): 
এখানে ভাগ-প্রাক্রয়ার সাহায্যে পাই 
ও 2 
৪-7-2-০+৯)+52টে 
এখন (7- 6) এর মান্রা ((-1)(-2)। এর মাত্রার চেয়ে কম । 
অতএব 275 2) এই ভগ্রাংশের ক্ষেত্রেই আংশিক ভগ্নাংশের 'নিয়ম 
প্রযোজ্য । 


নিয়ম . যাঁদ ভগ্নাংশের হরের উৎপাদকগুীল একরেখ (10981) এবং 
অ-পুনরাবৃস্ত (7090-76195866) হয়, তবে প্রত্যেক এর্প উৎপাদকের (যথ! : 
7--৫-এর) জন্য আংঁশক ভগ্নাংশ থাকবে 
এ 


শত 


৮67৫ 
যেখানে 4 একাট ধুবক। 


উদাহরণস্বরুপ : 
টবের 
(-1)05--2)-5%-175-2 
7-6-40-2)+ 80৮ - 1) 
%ন 1 ধরলে পাওয়। যায় 47 -1 
আবার %.₹-2 ধরলে পাওয়। যায় ৪9-8 
পির রানার 
(৮-_1)0-2)-%- 17 -2 


১৯৮ কলন-বিদয। 


এখন (৫9) (5-76-2)--(89) ৩৮৪80 ০০১ 
বিশেষ উদাহরণ 2এর (11) এর সাহায্যে দাক্ষণ পক্ষ সহজেই নির্ণর করা যেতে পারে । 
নিয়ম 2. যাঁদ হরের উৎপাদকগুলি একরেখ হয় এবং কতকগুলি পুনরাবৃত্ত হয় 
তবে প্রত্যেক পুনরাবৃন্ত উৎপাদকের (যথা (৫-৪)৩এর) জন্য আংশিক ভগ্নাংশ 
থাকবে 
4 7 € 
ক-9)8 ০79) চ-9০) 
যেখানে 4, 9, 0 সবই ধ্ুবক। 
উদাহরণস্বরূপ £_ 
1 4 1 ০ 
(৮-1)50৮-2)06-1)2 70751) 752) 
17440 -2)+ 80 -1)0- 2) + 00৮ -1)2 
এখন ০» এর ইচ্ছামত মান বাঁসয়ে বা উভয়পক্ষের এর 'বাভন্ন ঘাতের সহগ 
তুলনা করলে 4, ৪, 0 এর মানগুলি নির্ণয় করা যেতে পারে । 
রা রাহা 
(০-1)0%2-1)7 (€-1)50+1) 
4 1) € 
২(৮-1)708-1)70+1) 
আরও নির্রমগুল এখানে আর আলোচনার দরকার নেই । যেমন যাঁদ হরের উৎপাদক 
একরেখ না হয় তবে অস্তরকলনের বিশেষ সুীবধা হয় না। এই নয়মগুলি কিন্তু 
সমাকলন-াবদ্যায় দরকার, সেজন্য এই বাকী নয়মগ্ীল সমাকলন-বদ্যায় আলোচন। 
করা হবে । 


আবার 


১০০ 


বিশেষ উদ্দাহরণ $ মনে কর 7- নি 


2৫৫ 404 
তাহলে দেখা যায় 
1 রা, 
1 (5775)0572), যেখানে ৫ ২ _ | 
[; সংখ্যাঁট বাস্তব সংখ্য। নয়, ইহা৷ একাট জটিল সংখ্যা (০০1019105 1701)961) ] 
£৫ সংখ্যাট ধুবক হওয়ায় আমরা কলনাবদ্যার নিয়মগুলি এখানে প্রয়োগ করতে পারি। 


] ] 1 
100) 25 70%] 2. রর 
2 জি [সঃ 71৫ 7)] 








কমিক অন্তরকলন ১৯৯ 


চা" (ডি) সি রঃ ঁ ৪)] 
৮০7০৮] ] ] 


27 10 -172)%+5 0964 82) 





] ;[2011)এর সাহায্যে] 
এখন মনে কর 2717 90956, 2-17 51170; তাহলে 72 75624+05 
এবং 212 ৪- 4; 
টি 


বীজগাঁণতের ভি'ময়ভারের উপপাদ্য (0০০95 9 +1 817 9)% - 0095 76 + / 517 710)- 
এর সাহায্যে আমরা পাই 


)& (-1)% 7! এ 
£) 2 72772 ০1] (774 1)9 
টে 1)” 71 9110%+5 0 511) (9+1)9 : [1.7 2771 910 9] 





0184 £ 


ন 
যেখানে ৪. 81-14-5০01, 
টপ ৫ 


অন্তব্য ৫ বাদ 7 - €1)-: ০ হয়, তবে আমরা দোঁখ 


1 
1 চি জি: 8৮০০ 
এখন 10(0217- 2) ল £) | 7 


অতএব উপরোন্ত বিশেষ উদাহরণের সাহায্যে আমর। পাই 
1)% (090-5 50)7-(0-1)%-201- 1) 1 51076 9110 76, 
যেখানে 6.7 180- " . 00913 ৮, 
4. মনে কর 
চি ৮] 
নত +% _]স্ম0 
এখন এই সমীকরণ থেকে ক্রামক অস্তরকলজ নির্ণর করা যাক্‌। 
এখানে % চল % চলের একটি ফাংশন; অতএব উভয় পক্ষের ॥ এর সাপেক্ষে 


অন্তরকলজ: নৈর্ণর করলে পাওয়া যায় 


2 2) 43 
-. ই 1 982 / 


কলন-বিদ্যা 


২০০ 


%_ _ ৮ 
2১৮7 _ ৫৪7) 





_ ৭ 07 এ 
৫৪ 0) 2 
নিন [4 এর মান বাসয়ে | 
(৫2০) + 2953) 
62 ৬ ৬ 23)9 & 5০9 9723 
-- ৫০))9 | "5৮ 280)? + 6852 -7:2285 ] 


ক্লামক অস্তরকলনের সাহায্যে আমর! ৫ ৫, ইত্যাঁদ নির্ণয় করতে পারি । 


5. মনে কর টা এবং )- %€৫) 


& 2. ণ 2/% 


2৪) এ ///৫% 

০৪ 252 (2) 2 | 

_:% ৮টি 27) 4. 

719: রা 2% 

এখন 2 (4 %)- 27 20. 2) 2০ 
04 22197 2% 2%5 

রো 


2. 
25 
কু? -119 2 
26:৫2) 9). 4:2৫ 
০0761 25 এ 2, 
27৫2 2702 
1 


উপরোন্ত সমতাটি নিম্নল খিতভাবে লেখা যেতে পারে £_ 
250 % (৫) 466) -4010%02). 
2» [?%(4)]5 


রমিক অন্তরকলন ২০১ 


৪ 
উত্তরোত্তর অন্তরকলনের সাহাযো ৫, নি ইত্যাদি নির্ণয় করা যেতে পারে। 





উদাহরণ 2 যাঁদ 2-2 0099 14 এবং ))-% 911) / হয় তবে 
2-))_ (6 517) £)(--% 511 £)-- (৮9 003 1)(-2 ০09 0093 4) 





055 (-2 5110 1) 
গল _£ টা টড 
25 911১ 1 
বিবিধ অনুশীলনী 6 
1. যাঁদ /-৪(৪*+০-5) হয়, প্রমাণ কর 
240) 
025 
2. যাঁদ )- ০০ হয়, দেখাও 4০ (1০8 ৫)” ৫* 


3, যাঁদ 7. 6 510 5 হয়, প্রমাণ কর 


772 _ 2075. + 2070 


22) _ 27913) 
2702 ৮ 
5. যাঁদ ০*+%- 6%+7/ হয়, প্রমাণ কর 

22) 87525500526) 


4. যাঁদ 7৭ - 4০০ হয়, দেখাও যে 








02 (9৮ + 1) 
6. যাঁদ 2১ +7)১ -492) হয়, তবে দেখাও যে 
02) 22970) 


087 (0৭ - 205 
7. যাঁদ -4(6 91) 9) এবং )- 41 _005 9) হয়, তবে দেখাও 
24) ] 


8. যাঁদ 7- ০০93 4 এবং 7-? 517) £ হয়, প্রমাণ কর 


29) 3 90959 4 
"25725 91051 


২০৭ 


10. 


11. 


12, 


কর যে 


13. 


14. 


15. 


19. 
17, 


18. 





দেখাও যে 
এ 27 (51191) ০৫) ৮ 5101) ০ 
0277 £ 

এবং এক (51111) 50» 0031) ০ 


যাঁদ )- 2৭ ৪৮ হয়, তবে দেখাও ষে 
)/% 75262 6%- 5 [05547287207 707- 1) ] 
যাঁদ ০৮-4 0955 £ এবং )/- 2 5123 £ হয়, তবে দেখাও ষে 


ঠ 
পর লু 32 9110 / 


)-5 5110 (6 5111-: ০০) হলে দেখাও যে 


2) 72:25:27 22572 
(1 ৮) তে 2 2%+4/-0 


সমীকরণাঁটকে লাইবনিজের উপপাদ্য অনুষায়ী %-বার অন্তরকলন করে প্রমাণ 


01১+ 2 )) 
পরনে]... ৪০ (62). 


যাঁদ 7. 2০* 91) %০ হয়, তবে দেখাও যে 


রা গু 21) 
৫৪ -22%+4ে +82))/- 0 


যাঁদ 7০69 5118-2 2 হয়, প্রমাণ কর 
1 ন্‌ 205) +2 _ (27 রী 1) 07৮40 7 (74 + 05007 --0 


৭১০--]1] 


যাঁদ 7. 272 +১৮-9 


হয়, তবে দেখাও যে 
10117 |___3. নাল | 
7 € 1) 7 [হাল রি (276- 3)%+2 
যাঁদ )- €৪17- ০ হয়, তবে ০০) এর মান নির্ণয় কর । [উত্তর £ 0] 
যাঁদ )- (&0-: % হয়, তবে দেখাও যে 








50/ _ 
095 

ঘাঁদ /-৪ (1--:০০95 9) এবং 2 (9-_- 910 9) হয়, তবে দেখাও ষে 
7১৪১ 1 


5৫8 "995 8-] 


| ২০৩ 


চির 
19. যাঁদ )-- 17 হয়, যেখানে ॥ একাট ধনাত্মক পূর্ণসংখ্যা, দেখাও যে 


(1 +2)%+5 7% ফাংশনাঁট £ এর নিরপেক্ষ | ৫ 2) 


07 
20. যাঁদ )- হি ৮ হয়, তবে প্রমাণ কর 


77-০6-7100” 7৮ 1595 014 1)9 5177 716, যেখানে ৯.- ০01 9. 
21. যাঁদ 7/- [1০95 (+ ২/] 420৪)] হয় তবে দেখাও যে 
(1) (1 +2২)))9 +5$ 72 
(11) (1 -2))7৮+2 + (2774 1)-6 055547120০0 
22. দেখাও যে 


ক 


্িং 
77 
নু (2৮৮7 ,০)- ই 1024, 
23. যাঁদ 7- ৪০ 31 8০ হয়, তবে দেখাও যে 
(1) 07 (৫৭ _&হ)৪ 2%2 910 (% 171 1001-2 ৫] 
৫ 
(11) )7% ₹ ০৯ | রী 21১7? 262 0? 911) | চি ৮] 
?-9 


এখন প্রমাণ কর 


(লতা 57৮8 (22 (পন, 
৮০ 


79) ই 
১_ (1+2 1 নত 
অনুরূপভাবে দেখাও ষে 


999 (৮৮৮৪০) ৮৭7 সা (৮) (৪) ০০, (০+৮) 
?-0 


[ এস. কে. চ্যাটাজীঁ ; রেভ. ম্যাট. হিসপ. আমোরকানা সংখ্যা ২২ ১৯৬২) 
পাতা ১৭১-১৭৩ 7] 


24. যদ £5:5 + 215) + 2) + 282 + 21 +০-0 হয়, তবে দেখাও যে 


১&৫ _৫১০+2/84- 212 -222-0/8 


02 (/5%+০)+7)5 








২০৪ কলন-াবদ্য। 
25. প্রমাণ কর 
৫187 ১2/2 2৮ 1: 52/2 27%-21:52/2 
296712. )- সে টি 172-5 | 


এখন রি, (৮7) ল 14), (০০) টি হলে (যেখানে %% (০) ॥% মান্নার একটি 
বুুপদ রাশি ) দেখাও যে 
141১+5 ৮2 901119 177 24,-1 
26. যাঁদ ৮, ৮৮ রাশিগুল ১ এর ফাংশন হয় এবং অন্তরকলনযোগ্য হয় 
তবে দেখাও 





| | £৫2 ৫1 ১৫ 25 ৮575. | 
রী ৰ £42 ৮2 172 | 7৮11 825721%5 ূ 
| &%৪ ৪ //৪ | 144 94774 | 

যেখানে 2 চল বন ইত্যা | 


রঃ ও 

27. যাঁদ /"()-0 হয় (ষে কোন বাস্তব * এর জন্য) তবে দেখাও যে / 
একটি রোখক ফাংশন । 

28. যাঁদ 15) - (/9)) হয়, তবে দেখাও যে শি 

০৮5 -)-০ 
) 
)- 108 এ ধরে উপরোক্ত সত্যত। প্রমাণ কর। 

29. যাঁদ /"()-0 হয় €যে কোন বাস্তব 2 এর জন্য ) তবে 70৯) এর 

আকৃতি সম্বন্ধে আলোচনা কর। 


30. যাঁদ (0+74)/05 _28+0) এর ॥-তম অন্তরকলজ 0% হয়, 
তবে দেখাও 
| ২₹৪-278:+0 20-8) রী 
(7 + 1)0% 7 2) 0৭+57 74] ০০৫ 
31. ০৮ ৪০০5 হলে, 917৮5 9175425৮478 সম্বলিত সমীকরণাঁট নির্ণয় কর, 
যেখানে 7, ) এর 7/-তম অস্তরকলজ নির্দেশ করে। এখন )5%€0) এর মান 
নর্ণর় কর। ও 
[উত্তর ; (01 -552)0%+5 _ (274 1)207%+5 -0%2 47 1))7%-73 
95৯ (০)-2৪/ঠ (25 +15)(45+12)-10%-2)+ 12)] ] 


ক্লমিক অন্তরকলন ২০৫ 


. 32 যাঁদ +)/- হয় ( একটি ধুবক ) তাহলে লাইবাঁনজের উপপাদা প্রয়োগ 
করে দেখাও যে 
৫% 1৮ 7)? শ্্ রী 1৮৮ 2 
2 (০ /)-121-01) 7” *+02) টা 
+6-1)77%%] 
33. যাঁদ 7. (510-5 %)৪ হয়, তবে দেখাও ষে 
(1 _902))0)7+ রী (274 1)5)77+1 -712)/-0 
উপরোন্ত সমীকরণে %» 0 বসানে। কি যুন্তসঙ্গত ? 
34. যাঁদ )- 120 ০ হয়, তবে প্রমাণ কর 


$*(0)-(2)১,-0)+(1150)- লজ ফা? 


35. ১? কে দুই পৃথক পদ্ধতিতে ॥-বার অন্তরকলন করে প্রমাণ কর ষে 


9 গু 2 ৮ ণ 
1+18+ 1? (5) রা পন | সংকেত : _ 87 ল 2 ৪ 2] 





সপ্তম অধ্যায় 


অন্তব্কলনীয় ফাংশন সম্বন্ধীয় কয়েকটি 
বিশেষ উপপাদ্ধ 


প.01 প্রাথমিক মন্তব্য £ 

ষষ্ঠ অধ্যায়ে অন্তরকলনযোগ্য ফাংশনের কথ। বলা হয়েছে । এখন অন্তরকলন- 
যোগ্য ফাংশনের ক্ষেত্রে কয়েকটি বিশেষ উপপাদ্য আলোচনা কর৷ হবে। এই 
উপপাদ্যগুঁলি অন্তরকলনাবদ্যায় খুবই গুরুত্বপূর্ণ । উপপাদ্যগলর মধ্যে সবচেয়ে মৌলিক 
উপপাদ্য রোলের উপপাদা (০1165 (1601677)। অপরাপর উপপাদ্য সমূহ 
রোলের উপপাদ্যের সাহায্যে প্রমাণ করা হয়। রোলের উপপাদ্যের পাঁরণাতি 1হসাবে 
ল্যাগরাঞ্জের মধ্যম মান উপপাদ্য (1.2£781060:5 10620) ৬21009 (1)9016121), 
কাঁসর মধ্যম মান উপপাদ্য (0800%?5 10621) ৮9105 ()901609), টেলরের 
উপপাদ্য (81015 1116016101), ম্যাক্রনের উপপাদ্য (71801901173 (1)601271) 
[বিশেষভাবে উল্লেখযোগ) ৷ কলনাবদ্যায় যে ফাংশনের ক্ষেত্রে টেলরের বা৷ ম্যাক্লারনের 
উপপাদ্য প্রযোজ্য সেই ফাংশনকে উচ্চগাঁণতে বৈশ্লোষক (90915901081) ফাংশন বলে। 
বৈগ্লোষক ফাংশনের 'বিস্তীতর আলোচনা উচ্চগাঁণতে খুবই গুরুত্পূর্ণ। আর একটি 
উপপাদ্য এই অধ্যায়ে বিশদভাবে আলোচন৷ করা হবে সেটি সীম। নির্ণয়ের ক্ষেত্র 
খুবই প্রয়োজনীয়-এই উপপাদ্যটি লমদাঁপটাল ও বার্ণোলর (-170501191- 
86177100111) এর দেওয়।। ল"'সাঁপটাল-বার্ণোলর উপপাদ্যের সাহায্যে বিশেষ 
বশেষ সীম। নির্ণয় খুব সহজনাধ্য হয়ে ওঠে । 


192 রোলের উপপান্ত ঃ 
বিবৃতি £ যাঁদ একটি ফাংশন /(৯), কোন বদ্ধ অন্তরাল [০, &] তে সংজ্ঞিত 
হয় এবং নিশ্নীলাখত সর্গুঁলর দ্বারা সিদ্ধ হয় £ 
() 10) ফাংশনটি মুন্ত অন্তরাল [৫, 8] তে আবচ্ছিন্ন 
(1) 70) ফাংশনটি মুন্ত অন্তরাল (৫, &) তে অন্তরকলনযোগ্য 
এবং (21) 702)-468), | 
তাহলে মুস্ত অন্তরাল (৭, &) তে অন্তত একটি বন্দু £ আছে যেখানে /" (£)--0 
হবে (৫ «€€ £ € 6)। 


অস্তরকলনীয় ফাংশন সম্বন্ধীয় কয়েকটি বিশেষ উপপাদ্য ২০৫ 


প্রমাণঃ যেহেতু 0) ফাংশনটি বন্ধ অস্তরাল [৫, &] তে আঁবচ্ছিম্ন, 
আঁবাচ্ছল্ল ফাংশনের ধর্ম থেকে আমরা জান ষে 70) এ অন্তরালে সগ্রান্ত হবে এবং 
অন্তত একবার এঁ অন্তরালে প্রান্তাবন্দুদ্বয়ের মান ধারণ করবে । মনে কার লাঁঘষ্ 
উচ্চপ্রান্ত - 74 এবং গাঁরষ্ট নিশ্নপ্রান্ত -7% ; স্বভাবতই 14 «€ 7. 

প্রথম অবস্থা হ মনে কার 1477. 

এই অবস্থায় 
1764)-4/0০)-1 (৮)- 14 -177 7 ১ € €ে১ &) 

তাহলে /2) বদ্ধ অন্তরাল [৫, &] তে একটি ধ্ুবক। ফলে যে কোন বিন্দু 
£ € (6, &) এর জন্য 7 (£)-0 7; অতএব প্রথম অবস্থায় উপপাদ্যের সত্যত। 
প্রমাণিত । 


ছিতীয় অক্ষ্থ!£ মনে কার 14 - % 
এই অবস্থায় প্রান্তাবন্দ্রদ্ধয়ের অন্তত একটি 762) বা 108) থেকে ভিল্ন এবং 
এই প্রান্ত মানটি অস্তরালের প্রান্তদ্ধয় ৫ এবং & ছাড়া যেকোন ববন্দুতে (মনে কর 
£ তে) 1৫) ধারণ করবে, যেহেতু আঁবাচ্ছিন্ন ফাংশন প্রান্তীয় মান ধারণ করে। 

এখন প্রমাণ কর হবে 7 (2)-০. 
স্াীবধার জন্য প্রথমে মনে কার 10£)- 14; তাহলে লাঁঘষ্ট উচ্চ প্রান্তের সংজ্ঞা 
থেকে পাই 

17024) 7৫৫) 4৫, 

যেখানে ॥ একটি ধনাত্মক বা ধণাত্ক সংখ্যা এবং £+1% € (৫, &)। এখন যাঁদ 


/ ১৮ 0 হয়, তাহলে 
/৫+)-৫) এ ৪ 


117 7064) 7164) 
/-৯০+ / শত 9 


আবার যাঁদ / -€ 0 হয়, তাহলে 
/৫6+8)-/৫) ৯ 


৯.1 (£+8)-/6৫ 
০. 0১2৫+2)-28 ৯০ 


অর্থাৎ 2,766) ১৮ 0 ১০০ রা *** (2) 


২০৮ কলন-বদ্যা 


উপপাদ্যের প্রকপ্প অনুযায়ী আমর৷ লক্ষ্য কার যে /(০) ফাংশনাঁট (৫, &) অন্তরালে 
অন্তরকলনযোগ্য অর্থাং 10) এর ৮.৫ বিন্দুতে €৫ € £ «৫ &) অন্তরকলজ 
বিদ্যমান । সুতরাং 1,17৫) এবং £/(৫) উভয়ই বিদ্যমান এবং সমান হবেই । 
(1) এবং (2) থেকে সহজেই অনুমিত হয় 7, /৫8)-.0 এবং £& /€8)-0 
ছাড়া আর কোন গত্যন্তর নাই 
7 705)-0- 4706) 
অর্থাৎ /(8)-0 
বাদ মনে করতাম /06)-7%, তাহলেও অনুর্পভাবে গাঁরষ্ট নিম্ন প্রান্তের সংজ্ঞা 


থেকে প্রমাণ করতে পারতাম 7€6)- 0; অতএব উপপাদ্য ষে কোন অবস্থায় সিদ্ধ 
অর্থাৎ 7(£) -০. 


অন্ুজিদ্ধান্ত ১ স্পষ্টতই রোলের উপপাদ্য সত্য হবে যখন /(2) - 0-/0৮)। 


706) এবং 70৮) এর এই 1বশেষ মানের ক্ষেত্রে উপপাদ্যটি বীজগাঁণাতক সমীকরণের 
ক্ষেত্রে বিশেষভাবে প্রযোজ্য । অর্থাৎ ষাঁদ 7(১) একটি বহুপদ রাশি হয় তবে 


7()--0 সমীকরণের যে কোন দুইটি বীজের মধ্যে /€)-0 সমীকরণের অন্তত 
একটি বীজ থাকবেই । 

উদ্দাহুরণ £ মনে কর £ 

] (০৮) - 50৮4 1)08 4 2)04+ 3) 

এখানে লক্ষ্য কর /€2)-০, যখন ০-0, -1, -2, _3. অতএব 
রোলের উপপাদ্যের অনুসিদ্ধান্ত অনুযায়ী /7(2)-0 সমীকরণের €(- 1, ০0), 
(-2, -1) এবং (-3» -2) অন্তরালের প্রত্যেটিতে একটি করে বাজ 
থাকবেই । অতএব 1») _ 0 সমীকরণের প্রত্যেকটি বাঁজ বাস্তব সংখ্যা । 

মন্তব্য ঠ 01) রোলের উপপাদ্য প্রয়োগ করার সময় লক্ষ্য রাখতে হবে )0০) 
ফাংশনটি (৫, ৪) অন্তরালে অন্তরকলনযোগ্য কিনা । কারণ মনে করা ঘাক 

10)-1 -8/% 

ফাংশনটি [- 1, 1] অন্তরালে আঁবাঁচ্ছন্ন এবং অন্তরালের প্রাস্তা বনদুদ্বয়তে / ০) এর 
মান শূন্য অর্থাৎ -স্থি1)-০-/€- 1); এ 


10১). হই 


(-1, 1) অন্তরালের কোন বিন্দুতে শূন্যমান ধারণ করে না; কারণ অন্তরালের ৮.0 
ধবন্দুতে /'(৯) বিদ্যমান নয় । 


অন্তরকলনায় ফাংশন সম্বন্ধীয় কয়েকটি উপপাদ্য ২০৯ 


(2) রোলের উপপাদ্যে ফাংশনের উপর আরোপিত সর্তগুল পর্য্যাপ্ত কিন্ত 
আবশ্যকীয় নয়। অর্থাং কোন ফাংশন রোলের উপপাদ্যের সর্তগৃলির দ্বারা দ্ধ নয়, 
অথচ £ এর আস্তত্ব বিদ্যমান হতে পারে । কারণ মনে করা যাক 

705)-1, ০0 হুশ] 


25] শু ও 2 


৮-7122৮21-2 
9 1 এ সক 0. 


এখানে /(6)--0১ £ ₹1511£5 (9, 2) 


রোলের উপপাস্ভের জ্যামিত্তিক তাগপর্ষ £ 

ষাঁদ )-/(০) এর লেখাঁচত্রে % এর দুইটি মানের (৮-৪ এবং »%-» &) জন্য 
কোটির একই মান হয় এবং লেখাচন্রটি ৮- ৫ থেকে ৮-৮ পব্যন্ত আবাচ্ছন্ন হয় এবং 
যাঁদ লেখাঁচন্রের প্রীত ১-৫ এবং ৮%- & এর মধ্যে বিন্দুতে স্পর্শক টান। যায়, ভাহলে 
-এ এবং %-& এর মধ্যে অন্তত একটি বন্দু ৮-£€ থাকবে যেখানে চেখাচন্রের 
(£,7(£)) 'বন্দুতে স্পর্শক 5 অক্ষরেখার সমান্তরাল হবে। 





ং 


এ (১ বর ছার) ছার বীর হরি হয়ো 
০ ভারা তার পি হার 
০ জরা এটি ভা 
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7.9 ল্যাগরাঞ্জের € প্রথম )মধ্যম মান উপপাস্ত 3 
| বিবৃতি £" বাঁদ একটি ফাংশন /€%), কোন বদ্ধ অস্তরাল (৫, &] তে সংজ্ঞিত 
হয় এবং নিম্নালাখত সর্ত দুইটির দ্বারা সদ্ধ হয় ঃ 
(1) 70১) ফাংশনাঁটি বদ্ধ অন্তরাল [৫, &] তে আবাচ্ছন্ন 
১৪ 


২১০ কলন-বিদ্য। 


(0) 70৯) ফাংশন মুস্ত অন্তরাল (০, %) তে অন্তরকলনযোগ্য 
তাহলে মুস্ত অন্তরাল (৫, ?) তে অন্তত এমন একটি বিন্দু ৫ থাকবে যেখানে 
/ (9)-/02)- (৮-2)/(£) হবে (০44 8)। 
প্রমাণ £ প্রথমে [৫,%] বদ্ধ অন্তরালে সংজ্ঞিত একটি সহায়ক ফাংশন 
(80%11191% [01000101) নিম্বীলখিত ভাবে কষ্পন। কারি ঃ 
(9(০০)-/ (2৮) + 4 * 2 
যেখানে 4 এমন একটি ধুবক যাতে %(9)- %(9) হয় । অতএব এ ধুবকের মান 
জানার জন্য আমর৷ লক্ষ্য কার 
7€9) ৮4 -2-706) 74 ১ &. 
43068) 62) 
৪-৫ 


এখন 70১) এবং 4 . ০ ফাংশন দুইটি [এ, &] বদ্ধ অন্তরালে সধাজ্ঞত এবং 
আঁবাঁচ্ছল্ন ; অতএব 7১) +4 . % ফাংশনাট (অর্থাৎ %09)) এ বদ্ধ অন্তরালে 
সংজ্ঞত এবং আঁবাঁচ্ছন্ন । পুনরায় যেহেতু 100 এবং 4 .% ফাংশন দুইটি 
(9, &) মুন্ত অন্তরালে অন্তরকলনযোগ্য, সেহেতু /0৮)+4% এ মুন্ত অন্তরালে 
অন্তরকলনষোগ্য হবে । উপরোন্ত 4 এর মান থেকে আমরা জানি ?%৫৫) - %৫৮)। 
তাহলে সহায়ক ফাংশন %()এর ক্ষেত্রে রোলের উপপাদ্যের সমস্ত সন্ভগুল ?সদ্ধ হবে। 
সুতরাং রোলের উপপাদ্য অনুযায়ী (৫, 9) মুস্ত অন্তরালে অন্তত এমন একটি বিন্দ্রু £ 
আছে যেখানে 
9(£)7-50, 2 € £€% 
যেহেতু ?02) »/(2)+ 455 সেহেতু %€০)-47(%)+ 4 
%(৫)-/€৫)+ 4 
সুতরাং রোলের উপপাদ্য অনুযায়ী 
1€8)+ 470 


(2. _ 4 (৯) ৫2) 
অর্থাৎ (৫) এ ৯ 


*»:1(8) 709) (9-2)76) 
অতএব ল্যাগরাঞ্জের প্রথম মধ্যম মান উপপাদ্যাটর সত্যতা প্রমাণিত হলো । 
মন্তব্য ১ ল্যাগরাঞ্জের প্রথম মধ্যম মান উপপাদ্যাটর অন্যর্প বিবৃতি নিশ্র 
1লাখতভাবে দেওয়া যেতে পারে £ 
মনে কর ৮-০-/% এবং £-০+9/%, যেখানে ০0 -6 € 1, তাহলে 


অন্তরকলনীয় ফাংশন সন্বস্কীয় কয়েকাট উপপাদ্য ২১১ 


উপপাদ্যের সর্ভগুলি সিদ্ধ হলে আমরা দোঁখ যে অন্তত এমন একটি ধনাত্মক সঠিক 
€(7010191) ভগ্মাংশ % আছে যেখানে 

1 (৫7 /)-00৫) 4 117106 + 98).-. ক (9) 
অনুর্পভাবে ৮-৪-॥ এবং £-৮-%:/ (9 € 63 € 1) মনে করলে 
আমর পাই 

16৮-/)-/(৮)-17(9-85)--. রি ৮09) 


উদ্দাহরণ 1. মনেকাঁর 70০)-০- 5, 2 হু অহ, 
এখানে 705) ফাংশনাট [-2,1] বদ্ধ অন্তরালে সরাজ্ঞত এবং আঁবাচ্ছন্ন । 
পুনরায় /(0%) ফাংশনাট (-2,1) মুন্ত অন্তরালে অন্তরকলনযোগ্য । অতএব 
ল্যাগরাঞ্জের মধ্যম মান উপপাদ্য অনুযায়ী আমরা পাই 
161)-1(2)- 117 (5-2)1706) 
অথবা 0-6-37€৫) 
108)- -2 
কিন্তু 7(6)- 1 38 
1]-3£27- 752 
সমাধান করে পাই £- 31 


যেহেতু -5 শু £ 3, সেহেতু £ এর একমান্র সম্ভবপর মান £- -| 


উদ্দাহরণ 2. মনে কার 
105) - 510 2? ৮ হ৪০+% 
ল্যাগরাঞ্জের মধ্যমমান উপপাদ্য অনুসারে পাই 
511) (271) 911) 2-/17(6)-৮/ 0০5 £ 
যেখানে 2 € £€৪9+/. 
অনুরূপ ভাবে দেখানে। যেতে পারে 


০099 2 - 0095 (€+/) 711 511) £) 20 2 ১74, 


স.94 ল্যাগরাঞ্জের মধ্যমমান উপপান্ের জ্যামিতিক ভাৎপর্য-_ 
মনে কার 7-/€১ ফাংশনটি [৪, &] বদ্ধ অন্তরালে সংাঁজ্ঞত এবং আঁবাচ্ছন্ন। 
£ মুক্ত অন্তরাল (৫, &) তে একটি বিন্দু যেখানে 
শি 


২১২ কলন-াবদ্যা 


7719) এর লেখাঁচত্র 4, 0৪ বন্দুগল ষথারুমে (৫,709) ), €৮,7৮)) এবং 
(8,768) ) 1 এগ্অক্ষের উপর 4 এবং ৪ বিন্দু থেকে 474 এবং 71 লম্ব টান। 
হল। 4 বন্দু থেকে 814 এর উপর 41 লম্ব টানা হল। 





এখন /06)-564) _ 87414. 52874 
৮-এ 07-07-7747 


_ 8177 
টা [90/44/1217 9.১ 


পুনরায় 706) - বো £ 021 
0০718789৯1৫ 
অর্থাৎ 448 ছেদকটি “ অক্ষের সঙ্গে যে কোণ (যথা £ $57/) উৎপন্ন করে, 


সেই কোণ 0 'বন্দুতে আঙ্কত স্পর্শক এবং 4 অক্ষের সঙ্গে উৎপন্ন কোণ ( যথা 
£ 671) এর সমান । 


অতএব ছেদক 49, 0 বিন্দুতে আঁঙ্কত স্পর্শকের সমান্তরাল । তাহলে ল্যাগরাঙ্জের 
মধ্যমমান উপপাদ্যের জ্যামীতক তাৎপর্য নম্বীলীখত বলা যেতে পারে ঃ 

[৫, &] বদ্ধ অন্তরালে /(%) ফাংশনাটির লেখাচত্র যাঁদ একটি আঁবাচ্ছন্ন বক্ুরেখ। 
হয় এবং এই বক্ররেখার ষে কোন বিন্দু থেকে যাঁদ স্পর্শক অঞ্কন সম্ভবপর হয় তাহলে 
বকুবেখার প্রান্ত বিন্দুদ্ধক্মৈর মধ্যবর্তা অন্তত এমন একটি বন্দু 7 আছে যেখানে স্পর্শক 
প্রান্তাবন্দুদ্ধয়ের মধ্য দয়া আঁঞ্কত জ্যা এর সমান্তরাল । 


উদ্দাহরণ 1 দুইটি বিন্দু 4501, 1) এবং 8-5(3, 9) এর মধ্যে )-০৭ 
আঁধবৃত্তের অংশটুকু দেওয়৷ আছে । এমন একটি বিন্দু বাঁহর কর যেখানে আঁধবৃত্তে র 
স্পর্শক 449 জ্যার সমাস্তরাল হবে । 
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এখানে 10০) -%5, 1 এ % হু 19255 
108)» 28 


০ 108)7102) _063)-/601) হি ]._ 
সস লি 


সুতরাং 2৫-4 অথবা £- 2 
'নির্ণেয় বন্দু 7 (2, 4) 


উদ্বাহরুণ 2 7/-1০9৪ 2 এর বক্লরেখার উপর এমন একটি 'বন্দু বাহর কর 
যেখানে স্পর্শক (1, 0) এবং (6, 1) এর সংযোজক সরলরেখার সমান্তরাল । 
এখানে 70) - 1955 22 1 হু হুড 


2০ 1) ৪০ 


সুতরাং 


/60৮)7104) 71082710851 _ | 
/9-৫ 6 -_ ] ০-__ |] 


পুনরায় /(8)- 


0711 


টি বা£-০-| 
£৪-- ] 


নিণেয় বিন্দু _(৪- 1, 1025 (০-1)) 


6৮] পি 


প.05 ল্যাগরাঞ্জের মধ্যম মান উপপান্ের প্রস্পোগ 
ল্যাগরাঞ্জের মধ্যম মান উপপাদ্যের সাহায্যে কলন 'বদ্যায় প্রয়োজনীয় তত্তু পাওয়া 
যায়। নিয়ে সেগুলো। আলোচনা করা হলো । 


অনুসিদ্ধান্ত 1 যাঁদ কোন বদ্ধ অন্তরাল [, &] তে /'(-*)- 0 হয়, তবে এ 
অন্তরালে /(০) একটি ধুবক । 

প্রমাগ 2 মনেকর ০+/% 5 [৪, 6] 

তাহলে মধ্যম মান উপপাদ্যের সাহায্যে পাওয়। যায় 
/62 718) 77042) 7 /1102+ 8), 0 ৪ € ] 
৮-/1১৫0-0 

যেহেতু 76৫ + /) »10), যে কোন বন্দু ৫+% € [৫, ৪] এর জন্য, সেহেতু 70০) 
ফাংশনটি [৫, &] অন্তরালে একটি প্ুবক। ্‌ 

মন্তব)+8 আমরা জান 70) বাঁদ একটি ধুবক ফাংশন হয় তবে তার অন্তর- 
_ কলজ /(৯) 0 ; এখানে এই সত্যতার [বিপরীত বিবৃতি যে সত্য তা দেখানো হলো । 


২১৪ কলন-াবদ্যা 

আন্ুসিদ্ধাস্ত 2 যাঁদ দুইটি ফাংশন /€2%) এবং ৪০), [৫, &] বদ্ধ অন্তরালে 
অন্তরকলনযোগ্য হয় এবং যাদ প্রত্যেক % € (৫, &1 এর জন্য 7(9) »- £(%) হয়, 
তাহলে এ অন্তরালে /(2) _- 8০) একটি ধুবক । 

প্রমাণ £হ যেহেতু প্রত্যেক % € [৫, 8] এর জন্য 70৮)- 809) 

সেহেতু আমরা পাই %(0)-0. 2 € [৫, 9], যেখানে %()-/0)- ৫60০) 

অতএব অনু'সদ্ধান্ত 1 এর সাহায্যে পাই 

%() একটি ধুবক । 
%(০0-/0০) - 8৯) - একাট ধুবক, % € [এ, &] 

মন্তব্য 2 অনু'সদ্ধান্ত 1 এবং 2 কলন বিদ্যার 'দ্বতীর ভাগে অর্থাৎ সমাকলন 

[বদ্যায় (11/0521-8] 0৪100105) খুবই প্রয়োজনীয় । 


সতর্কতা 2 যাঁদ /€»)- £(%) হয়, তবে /৯) ₹ ৫৯) লেখ। উচিত নয় । 


অনুসিদ্ধান্ত $ যাঁদ একাঁট ফাংশন 170) কোন বদ্ধ অন্তরাল [৫, &] তে 
আবাচ্ছন্ন হয় এবং মুন্ত অন্তরাল (৫, &), তে অন্তরকলনষোগ্য হয়, তবে [৫, %] 
অন্তরালে /(5%) একাদষ্ণ আরোহী ব। একাঁদষ্ট অবরোহী হবে যাঁদ কেবল মাত্র ৫, ৪) 
অন্তরালে যথারমে 70) ১৯9 ব 702) € ০9 হয়। 


গ্রমাণ € মনে কার « এবং 1 দুইটি বন্দু (6. &) অন্তরালে আছে এবং 
«401 
তাহলে মধ্যম মান উপপাদ্য অনুসারে 


/08744)-/ +8%), ০-৪9-1 


এখন যাঁদ /€০ +৪%)১০ হয় তবে ৪ ১04) ৯৮০, 


সুতরাং (09 €)1/09)-70)৯০ অর্থাৎ 00 ফাংশনটি [০, 8] অন্তরালে 
এফাঁদষ্ট আরোহী | এ? 
অনুর্পভাবে দেখানো যেতে পারে ষে যাঁদ /€€ + 9/)-509 হয়, তবে (2-9 
(/08) -/)1 «0 অর্থাৎ/09) ফাংশনটি [৫, &] অন্তরালে একাদষ্ট অবরোহী । 
পক্ষান্তরে /0)-09) হলে /(€+ 9/)০9 
বা /(5)/08) হলে /(5 +88)-40 


অন্তরকলনীয় ফাংশন সম্বন্ধীয় কয়েকটি উপপাদ্য ২১৫ 


অন্ুুজিদ্ধাভ্ত 4. যাঁদ (9, &] অন্তরালে 10) এর অন্তরকলজ "(2 বিদ্যমান 
থাকে এবং 110) 10) এর আঁন্তত্ব থাকে, তবে 1102) ৃ 10০০) 7108), 
১৮ ১৯ 


প্রমাণ £ /7৫)-110) 166+8)7/6) 
/-_ ৯০ £ 


- ||] /057+89/), 0-৪9-1 
/-৯0 [ মধ্যমমান উপপাদ্য অনুসারে ] 


-্]াযা। 0০0) 
এ 7৯৫ 

7.06 কঙদির মধ্যমমান উপপাদ্ধ 

বিবৃতি £ যাঁদ দুইটি ফাংশন /0) এবং %0%) কোন বদ্ধ অন্তরাল [৫, &] তে 
সংঁজ্ঞত হয় এবং নিম্ালাখত সর্তগুলির দ্বারা সিদ্ধ হয় 

(1) 102) এবং %(%) বদ্ধ অন্তরালে [৫১ &] তে আঁবাচ্ছন্ন 

(11) /0) এবং %(০) মুন্ত অন্তরালে (৫, ৪) তে অন্তরকলনযোগ্য 

€111) মুস্ত অন্তরালের কোন 'বন্দুতেই %(9) এর মান শুন্য ন৷ হয় 
তাহলে মুন্ত অন্তরালে (%, &) তে অন্তত এমন একটি বন্দু আছে যেখানে 

র9-%-$6 হবে ৫4৫58)। 

প্রমাণ £ যেহেতু মুন্ত অন্তরালে কোন 'বন্দুতেই %'2) এর মান শূন্য নয়, 
সেহেতু %(৮) - %02)7%0 1 কারণ, অন্যথায় ( অর্থাং বাদ %৫%) -%(2)* 0 হয়) 
রোলের উপপাদ্য অনুষায়ী মুস্ত অন্তরালের অন্তত একটি বিন্দুতে %'(%) এর মান শূন্য 
হবে। অতএব মনে করা যেতে পারে 


10৮) 40৫) এ 


6৯) %69) 
যেখানে 4 একটি 'নাদষ্ট সান্ত ধুবক (কারণ %(৮)--%02)৮0)। এখন [৫, 8] 
বদ্ধ অন্তরালে সাঁজ্ঞত 'নিশ্বীলাখত সহায়ক ফাংশন কস্পন। করা ষাক্‌ 

40৯) 710) -4-%0%) 
তাহলে লক্ষ্য কার 


/০)-%)-16)-%০)) (47) -০ 


.8() ফাংশনটি 1[ঞ, &] বদ্ধ অন্তরালে আঁবাচ্ছন্ন এবং (৫, &) মুক্ত অন্তরালে অন্তর- 
কলনবোগ্য । সুতরাং (০) ফাংশনটি রোলের উপপাদে/র 'তনটি সর্তই সন্ধ করে । 








২১৬ কলন-াবদ্য। 


অতএব রোলের উপপাদ্য অনুযায়ী মুস্ত অন্তরাল (০, &) তে অন্তত এমন একটি বিন্দু 
€ আছে যেখানে &(£)-:0, £ € ৫৫, &) 
অর্থাৎ /(6)-4%€£)- 0 (1) 
106) (2 
4- 5 (6 (£)-50) 
কু :4-:(9)-/(9) 


%(৮) _ %62) 


109)7-/64) _/ 6) (প্রমাণিত )। 


%(৮)-_ %6৫)  %(6) 
মন্তব্য 8 (1) লক্ষ্য করা যেতে পারে যে ল্যাগরাঞ্জের মধ্যমমান উপপাদ্যের 
সাহায্যে আমর পাই 
1 (৮)-762)- (৮-2)71085)5 £€ (৫, 6) 
এবং %১)-%69) (১ - 2) %(£৪)5 £হ€ (৫১ &) 
.. 469) (৫) 2168) 


০০ 


%()- %(2)  %(£9)? 
যেখানে £।, £5 এর সমান নাও হতে পারে । সুতরাং ল্যাগরাঞ্জের মধ্যমমান 
উপপাদ্য থেকে কাঁসর মধ্যমমান উপপাদ্য পাওয়া যেতে পারে না । 
(2) কাঁসর মধ্যমমান উপপাদ্য ল্যাগরাঞ্জেত্ব মধ্যমমান উপপাদ্যের "সামান্যটীকরণ । 
কারণ কাঁসর মধ্যমমান উপপ্লাদ্যে যাঁদ ?(১)--« বসানে৷ হয়, তবে দেখ। যায় 


) (9) _.1 (2) টি নি ; £ € (৫, 6) 
৮-2 
অর্থাৎ 708) ছটা _ 2) 106) 
(3) কাঁসর মধ্যমমান উপপাদ্যের ফলটি 'নম্ীলখত আকারে প্রকাশ করা যেতে 
পারে £ 
100 11) 409). 1 (+ 01) 
6(৫+/)-%02) %0৫+ 0/) 
যেখানে ০-৪-1 





উদ্দাহরণ * [4, 2] বদ্ধ অন্তরালে 7()- %৪ এবং %(৯)- ০৪ ফাংশন 


দুইটির ক্ষেত্রে কাঁসর সৃন্রানুসারে পাওয়া যায় 
গা ভেরি? 
28 _18 385. 


অথবা 9৫৯ _ 14 
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অথবা £9৫-14)-০ 
£-.0 অথবা ও 
যেহেতু 09$ (1, 2) এবং -ভ্৮€ (1, 2), এখানে আমরা পাই £ লন 


7.07 উচ্চ পর্যায়ের মধ্যমমান উপপাদ্য 

পূর্বে আলোচিত মধ্যমমান উপপাদ্যগলতে ফাংশনের প্রথম অন্তরকলজের মাধ্যমে 
মধ্যমমান উপপাদ্যগল বিবৃত কর৷ হয়েছে । 1কন্তু ফাংশনটি ক্লামক অন্তরকলনযোগ্য 
হলে উচ্চ পধ্যায়ের মধ্যমমান উপপাদ্য প।ওয়। যেতে পারে । 

দ্বিভীয় মধাযমমান উপপাস্ভ £ বাদ একটি ফাংশন /() কোন বদ্ধ অন্তরাল 
[৫, ৮] তে সংাঁজ্ঞত হয় এবং নিম্নীলাখত সর্ত দুইটির দ্বারা দ্ধ হয় 

(1) 70) ফাংশনটি বদ্ধ অন্তরাল [৫, &] তে আঁবাচ্ছন্ন 

(11) 7৮) ফাংশনটি মুস্ত অন্তরাল (৫, &) তে অন্তরকলনযোগ্য 
তাহলে মুন্ত অন্তরাল (৫, ৮) তে এমন একটি বিন্দু £ আছে যেখানে 


/6)-/৫)+৮-০)06) + 07০) 466) হয় ৪4৮) 


প্রমাণ 2 
প্রথমে [৫, &] বদ্ধ অন্তরালে সাজ্ঞত একটি সহায়ক কাংশন 1নম্বীলাখতভাবে 
কস্পনা কার £__ 


$0২)-/()+ & ১০10) + বা, 4 


যেখানে 4 এমন একটি ধুবক যাতে %(০) - %(৮) হয়। 
ধুবক 4 এর সংজ্ঞ। থেকে পাওয়৷ যায় 


/)-7৫)+ ৬ -)/4)+ $5০)- 4 (1) 


এখন সহজেই দেখা যায় %0%) ফাংশনটি [৭, &] অন্তরালে আবাঁচ্ছন এবং ৫৫, &) 
অন্তরালে অন্তরকলনযোগ্য ; পুনরায় %(৫) -%(8)। সুতরাং %(%) ফাংশনটি 
রোলের উপপাদ্যের তিনটি সর্তর দ্বার৷ 'সদ্ধ হয়। অতএব (৪, &) অন্তরালে অন্তত 
এমন একটি বন্দর £ আছে যেখানে %'(৫)-0 হয়। 
এখন %()-/১)-70)+ (৯ - ৯)()-6- ৮04 
-(9---)7(2)_ (9704 
%/(6)-(9-£)7(8)-6-6)4 


২১৮ কলন-াবদয। 
যেহেতু £%()-0, আমরা পাই ৃ 
47766) "৭ (2) 
অতএব (1) এবং (2) থেকে পাই 
/৮)-/৫)+&-৭)/৫)+৫৮7০)- ৫) 
উহাই "দ্বিতীয় মধামমান উপপাদ্য । (প্রমাণিত ) 
অনুরূপভাবে আমরা নিম্নীলাখত তৃতীয় মধ্যমমান)উপপাদ্যটি প্রমাণ করতে পার £_ 
তৃতীয় মধ্যমমান উপপাঘ্ত $ যাঁদ একটি ফাংশন 72) কোন বদ্ধ অন্তরাল 
[, &] তে সংজ্ঞত হয় এবং নিম্নীলাখত সর্ত দুইটির দ্বার। 1সদ্ধ হয় £ 
(1) /"€(%) ফাংশনটি বদ্ধ অন্তরাল [৫, 8] তে আঁবাচ্ছন 
(1) /€(9) ফাংশনটি মুস্ত অন্তরাল (৫, ৮) তে অন্তরকলনযোগ্য 
তাহলে মুস্ত অন্তরাল (৫, &) তে এমন একটি বন্দু £ আছে যেখানে 
/)-/৫)+ &-৭)/৫)+ (21) /) 





+ (এ) 102) হয় ৫4৫ €%)। ৬ 


প্রমাণের সংকেত £__এখানৈ সহায়ক ফাংশন [হসাবে ধর £_ 
€০)-/০)+6-০)/০)+ ৫2৯) /০)+ ৬94, 
যেখানে 4 এমন একটি ধুবক যাতে %62) - %(8) হয় । 


* এইভাবে উচ্চ প্যায়ের মধ্যমমান উপপাদ্য উত্তরোত্তর আলোচনা করলে আমর। 
[নম্বালাখত 'বশ্বাবিধ্যাত পাঁণাতক টেলরের উপপাদ্য পাই ৪ 


টেলরের উপপাদ্ধ ঃ 
বিবৃতি 2 যাঁদ একট ফাংশন (০), কোন এক বদ্ধ অন্তরাল [এ ৫+%] তে 
সাজ্ঞত হয় এবং নিক্লালাখত সর্তগু'লর দ্বারা সিদ্ধ হয় £ 
(1) 7-5)09) অর্থাৎ, /(%) এর (%-1) তম অন্তরকলজ বিদ্যমান এবং 
[৫, ৪+%] অন্তরালে আঁবাচ্ছন্ন 
(0) 70-২)০৯) ফাংশনাট মুস্ত অস্তরাল (৫, 2+/) তে অন্তরকলনযোগ্য 


অন্তরকলনীয় ফাংশন সম্বন্ধীয় কয়েকাঁট উপপাদ্য | ২১১. 


(11) 4 এমন একটি ধনাত্মক পূর্ণ সংখ্য বাতে 0-7২% 
তাহলে অন্তত একাঁট ধনাত্মক সাক ভগ্রাংশ 9 আছে যেখানে 


106 +/%) 7462) + 11106) + 2/৫)+ 2 





27 2571. /7 (1 4 1 হি 2 
এটিও নব /৮-১৫)+-701- /৮4+9%) 
হয় (0-6-1)। 
প্রমাণ 2 বর্তমান উপপাদ্যের প্রমাণের জন্য নিশ্্রীলাখত সহায়ক ফাংশন 
কম্পনা কার £ 
%(১০)-1(0)+02+1--0)/0)+ রি 10) ৯০ 


(৫ - টি /৮০১ 4 (৫ 1+11-- ১০)৮4) 


যেখানে 4 এমন একটি ধুবক যাতে %(4) - %02 +/) হয়। 
ধুবক 44 এর সংজ্ঞ। থেকে পাই 


/(৫17)-16)+114)+ 51 1)+ ৮7 


+(4-1) /0৮7 5109) +4715 1:01 
এখন সহজেই অনুমেয় যে 90) ফাংশনাঁট [৪, &] অন্তরালে আঁবাচ্ছন্ন এবং (৫, ৮) 
অন্তরালে অন্তরকলনযোগ্য ; পুনরায় %৫৫)- %09) । সুতরাং %(%) ফাংশনাটি রোলের 
উপপাদ্যের নাট সর্তর দ্বারা স্ধ। অতএব (৫, &) অন্তরালে অন্তত এমন একটি 
ধনাত্বক সাঠিক ভগ্নাংশ 9 আছে যেখানে %(৫+9/)-0; (0-৪9-1)। 


এখন 


ঁ 


$০-70) 
-/0)+ ৫+8-৯)4০9 
-৫+%--0)70)+৫+27৯)-/”০) 


-৫78-77- -/৮-০9+45-৮ 10১) (%) 
রী -_ 84406 717--26)57-2 


২২০ কলন-াবদ্য। 


--1৮-77-- 10) (9) -7466 41 _ ১)5-2 


যেহেতু %(৫+9/).-0, আমরা পাই 


7408 _6/)%-: ০777 7) (৫+6/7) 


এই 14188 (12) 
(7017 17০১) (6 + 9) ১৮৮02) 


অতএব আমরা (1) এবং (2) থেকে পাই 
10৫71) -1(6) 41) (9) + $ 16) 4 *** 
17727 £ ০ /(] কী 
এ প্র 7০৬ &- 1) 1) (৫+6%) 
উহাই টেলরের উপপাদ্য (প্রমাণিত.)। 
প্রয়োজনীয় মন্তব্য $ টেলরের উপপাদ্যে ॥-তম পদের পরবর্তী পদ অর্থাৎ 


2 _0)-% 
/ নু 1 1 176) (৫ রা 91) 


কলন-বদ্যায় অবশিষ্টাংশ (16101911)061) নামে আভাহত | 

এখন যাঁদ প্রশ্নপন্রে টেলারের উপপাদ্যাটি ল্যাগরাঞ্জের অবাঁশষ্টাংশসহ প্রমাণ করতে 
বলা হয়, তবে উপরোক্ত প্রমাণ লিখে উল্লেখ করতে হবে যে এঁই উপপাদ্যে যে 
অবাঁশষ্টাংশের কথা বল। হয়েছে ত৷ সাধারণ অবাঁশষ্টাংশ এবং ল্যাগরাঞ্জের অবাশিষ্টাংশ 
পেতে হলে 7 -% বসাতে হবে ( যেহেতু 0-/8) অর্থাং 


অর্থাং 4 _ 


ল্যাগরাঞ্জের অবাঁশষ্টাংশ রা 10) (24 8/) 
অতএব ল্যাগরাঞ্জের অবাশিষ্টাংশসহ টেলরের উপপাদ্যের সূত্র নিম্নরূপ £- 


16৫ +17) 77 (4) + 1 (2) + . 1762) + 


হী 


(8) 





টি, 7)৫)+ 57৬) ৫৫+8%); ০0-৪-1 


আবার প্রশ্নপত্রে রা টেঁলরের উপপাদ্যাট কাঁসর অবাঁশষ্টাংশ সহ প্রমাণ করতে বল৷ 
হয়, তবে উপরোন্ত প্রমাণ লিখে উল্লেখ করতে হবে যে সাধারণ অবাঁশষ্টাংশ থেকে 
কাঁসর অবাঁশষ্টাংশ পেতে হলে ?- 1 বসাতে হবে (যেহেতু 0-17:%) অর্থাৎ 


1 (1 -_০9)%-£ রি 
কাঁসর অবাঁশষ্টাংশ টি 1) (৫৫+ 67) 


অস্তরকলনীয় ফাংশন সম্বন্ধীয় কয়েকাট উপপাদ্য ২২১ 


অতএব কাঁসর অবাঁশষ্টাংশ সহ টেলারের উপপাদ্যের সূত্র নি্বর্প £- 


/0+%)-/6) +//4)+ £7/4)+ 4৮ 
(8) টি 7 
(1- 2) 7 
এ 
উদ্দাহরুণ 2 /(৯)- ১১ _ 25 +3+5 এই বহুপদ রাঁশকে ৮- 2) এই 


দ্বপদ রাশর ধনাত্মক পূর্ণসংখ্যার শালন্ততে বিস্তৃত কর। 
জমাধান 2 প্রথমে ল্যাগরাঞ্জের অবাঁশষ্টাংশ সহ টেলরের উপপাদ্যের সুন্রটি 


নিম্ীলীখতভাবে লেখা বাক 8 
106) 106) + (০672) 0৫) + ৫, (4) + 


--(2)+6552) / ৫) 


-/%) (৫+৪/),(0০-৪-1) 


॥ (3০72) 
($% ন্ট 1)! 


যেখ!নে £-2+ 9(১- 2) এবং 0-৮9-1 
তাহলে এখানে 
/(9)- 32 -7-4%+3 





1'09)- 6১ -4 
](9)- 6 
এবং 1) (0 ₹০, যখন 7০4 
সুতরাং 17(2)-11, /(2)-7, 702) - 8, 7(2) » 6,১%162)-0 
যখন ৮7১৯4. 
(202), 84 (৫-2).6 
| 31. 


97235 4+ 34521170752) 772 
- 11 + 7056 - 2) 4+ 4096-2)৭ + (৫-2)5 


উদ্বাহরণ 2 160) -০* ফাংশনাটকে (+%+1) এর শান্ততে (+1)4 পধন্ত 





বিদ্তুত কর। 

সমাধান £হ এখানে 7)0১০)- ৪* ):7-0+ 1, 2.১, 
এবং /16-1)-5 

] 1] , (৮+1)5 +014+1)5 , 1 

তল 11) --4 উনিশ তি ও এপ ৪ 

রি 6 ০ 5 91 তি 3! 6 
(7/7+1)+26 
বা ৪ 


যেখানে £- -11+9 (0+1) এবং 9 € ৪ € 1 


চি কলনশাবদ্যা 


7.08 ম্যারুরিণের উপপাস্ভ ঃ 
টেলরের উপপাদ্যে ৫0 এবং %- বাঁসয়ে ম্যারারণের উপপাদ্য সৃত্রাট পাওয়া 
যায় । যথা 
/0)-/00)+/60)+ রা 1৩)+ ৮ 
ঞ) 


এ "7 ২ /৮-০৫)৯059৭ ঢ/১৫১) 


ম্যাক্রারণের উপপাদ্যাট প্রমাণ করতে বল হলে টেলরের ভিডি প্রমার্ণাট লিখতে 
হবে। 

এখন ম্যাক্লারনের উপপাদ্যাটর সূত্র ল্যাগরাঞ্জের (বা কাঁসর ) অবাঁশষ্টাংশ সহ নিম্ন 
1লাখত ভাবে প্রকাশ কর। যেতে পারে £ 


(&) /০)-/ 0)+760)+ না 100)+... 
০0 7-5)60 (%)(9 0-৪ 
2৮৩৯1 -/৮১৫), ০৪ -€ | 
(8) 470) -1/00)+ /৫0)+277 (00575 
+077 ন টি 00+2 নি _/)(8১, 0 এ 6 -৩ 
(4) এবং (83) যাঁদও একই 6 দ্বার! সৃন্রাট লেখা হরেছে, প্রকৃতপক্ষে & এর মান এক 
হওয়ার কোন যুন্ত নাই ; কিন্তু উভয় ক্ষেত্রে 9 € (0, 1)। 
ম্যাক্রারনের উপপাদ্যাট প্রয়োগের ক্ষেত্রে খুবই প্রয়োজনীয় । 


উদ্দাহরণ £ মনে কর /(7) - 510 ৮; তাহলে /60)-0 
এবং 7 (০6) - ৪11) (গ/2 + 0) ১ »০::0100)- 1 
1 (2) _ 511) (2%12 4 ১) 2 ৮০ 7€0)-0 
৮09) 911) (37/2 4 ১) টু 7(0)- পু 
7502) ৮ 510 (47/2 + 2); ৮১7*(০)-০ 


1৮0৯) 50 (77712 150) 5 ১0 নি লু 9110 71712 
অতএব (4৯) থেকে আমর৷ পাই 


১5 


5117 ১০ %- 2 3 ্ 
3151. 


চাটি 3) 7277 9068-1) দ/2+ 27 911) (71 21276 ১০) 


অন্তরকলনীয় ফাংশন সম্বন্ধীয় কয়েকাঁট উপপাদ্য ২২৩ 


প.09 টেলর ও ম্যাক্ররিণের অসীম শ্রেণী । 

টেলর উপপাদ্যের ফাংশন টি /(%) যাঁদ এমন হয় যে ৫) এর সকল প্রকার ক্লামক 
অন্তরকলজগ্দুীল (৫, ০+/] বদ্ধ অন্তরালে 'বদ্যমান হয় এবং 117) 1২754, 
09 -9 € 1, যেখানে নি 
7৮61 -9)-% 


নি 071) 17 


160) + 0), 


[ যাঁদ /% ল্যাগরাঞ্জের অবাঁশষ্টাংশ হয় তবে 4২%- 1 (6 +0/) হবে, আবার 


17 (1 - 
৮87) 





যাঁদ 4৫, কাঁসর অবাঁশষ্টাংশ হয় তবে /%- রি ৮ (6+8/) হবে ] 


তাহলে 

(1) /07+1%)- 4 +102)7+77 (2) রা 162) 7777 +৪7 /0102)+ * 

অর্থাৎ /€৫+) এর টেলরের শ্রেণীটি অসীম শ্রেণী আকারে বিস্তৃত হতে পারে । 
গ্রমাণ হ টেলরের উপপাদ্য থেকে জানা আছে 


/4+8)-4)+%/৫)+57/6)+ ০০০১ 4 9 1/2109)7 45 
অর্থাং 10771) - 77162) 11702) + ( 4 1)069) 
১৮ (ধরা যাকু) 
|], [104+1)--7, 11177 5, 


1--৯০০ 1? ৯০০ 


বা /0৫+7%)-_ 1] 75-]10)55 


7-৯০৩০ 7৯০ 


বা /(৫+/)-4+ ৯৪7 [0*/০০৮-০ 


/৫+7)-4+/4১+%/4)+-৮৮+ 8101৫) + “-্রমাণিত) । 
এখন ষাঁদ 44 - 0, তবে (1) থেকে পাওয়। যায় 
€2) 28818 :+81 100) + 
যেহেত 70৫+ রি 9% +418%১ সেহেতু যাঁদ 1107 4£,-0 হয়, তবে 


77--৯ ০৩ 


২২৪ কলন-বদ্য। 


10: ৩% 762 +%) এবং বিপরীতভাবে যাঁদ 11 % ₹/09+%) হয় 
০০ 77৯০০ 


£-৮ 


তবে 117) 4 -0. 


77-৯০০ 


অতএব /(+/) এর অসীম বিস্ততির জন্য আবশ্যকীয় এবং পধ্যাপ্ত সর্ত হলে 
1110 4৮ - 0; লক্ষ্য করা ীচত যে যাঁদ (5%। ব্লম আভসারী হয় তবে 17%] 


1৮০০ 


আঁভসারী হবে, কিন্তু 110) 4২ এর মান শূন্য হতেও পারে বা নাও হতে পারে । 
71 -৮ ০০ 


সুতরাং 1()+ 1105) + রি 1109) +-৮ত. এই শ্রেণীর আঁভসরণ টেলরের অসীম 


বিস্তাতির পক্ষে পর্যাপ্ত নয় ; সেজন্য 1107 4১ - 0 এই সর্তটর প্রয়োজন । 


712--৯৩১৪১ 


ম্যা্লারণের উপপাদ্যের ক্ষেত্রে আমরা অনুর্পভাবে লক্ষ্য করতে পার যে যাঁদ 
[0, 2] বদ্ধ অন্তরালে /() এর সকল প্রকার অন্তরকলজের আস্তত্ব থাকে এবং ম্যাক্র- 
রণের শেষ পদ /২),-৯০ হয় যখন ॥ -০০, ম্যারুবিণের অসীম শ্রেণী অর্থাৎ 


100) +00)+ রা (60) ৯... 
/0%) এর দিকে সভিসারী হবে । 
(3) ০৮0) 7160) + (0) +%7 0700)+ 
ম্যাক্লারনের এই অসীম শ্রেণী /(১) এর ঘাত-শ্রেণী (9০৬/০: 56065) আকারে 
'বিস্তাতির পক্ষে খুবই প্রয়োজনীয় । 


উদ্দান্ুরণ £ বাদ %0)-৫-+70৯) 
যেখানে /0%)- 09, যখন %ন9 


৪ ৪২১ যখন ০+%0 3 
তবে দেখাও যে %0%) এর ম্যাক্রুরনের অসীম শ্রেণী আভসারা, কিন্তু এ শ্রেণী %0)এর 
1দকে আভসারী হবে না। 
সমাধান 2 স্পষ্টতঃই আমরা পাই 


1) (৯) ৯০ ভিসির 


অন্তরকলনীয় ফাংশন সম্বন্ধীয় কয়েকাঁট উপপাদ্য ২২৫ 


যেখানে %() একাট বহুপদ রাশ এবং?7 ১]. 


(8) ঈদ রগরারনারা ্- 110) 7% 
তাহলে /%) (০)১-0; %-1, 2, ( ৮৯০৮9) 
%(%) 0০750 21771, 2, তত 
সুতরাং আমর পাই 
?৫0)+৮%৫0)+--+ %) (0)+...... 
পর টস 
-1++277 লি বেবি বল 


ইহ। একাঁটি আঁভসারী শ্রেণী এবং ইহা ৫* এর দিকে আভসারী হবে। 
%(%) 7৮6 %(0)+ ৮00) +-7+ 7 ৫) (0) +--. 


ম্যাক্রিণের অসীম শ্রেণী %0%) এর দিকে আঁভসারী না হওয়ার কারণ এই ষে 4, 
রাশি শূন্যের আভমুখী নয় যখন 7-৯০০ 


উদাহরণ 2. মনে কর )(০) - ৪৭ 
তাহলে /&) ()- 6৮) 7০৮1) 25 তত 
17৫৮) (0)-_1 7771, 2১ -১০ 


৬ 
এখন ল্যাগরাঞ্জের অবাঁশষ্টাংশ 2৮৭7 ০9% 





যেহেতু 9 € ৪ € 1, ৪৪ ফাংশনাঢ সপ্রাম্ত এবং টি 


যখন 7%-৯০০ ; সুতরাং £%-৯০, যখন 7-৯০০। 


গর ? 
এলাকার 
2 ! 7! 


উদ্দাহরণ 3. মনে কর 10০) -৮195501 +2) 5 -1 শখ] 
প্রথমে মনে কার 7(%) ৮ 10501 +), ০১ 71 


(1) 0/- 1)! 
(1 + ০)” 





তাহলে /%*(5) - 





এখন কাঁসর অবাঁশিষ্টাংশ 7৮. (-1)%-5 5? া 16 ]. 


178 (178৮ 


১ 


২২৬ কলন-বদা 


মনে করা যাক || € 1, তাহলে 2*-৯০ 3; 7 1, এবং 


] 
17-৯০, যখন ॥-৯০০ 
পকন্তু যখন :-. 1, তখন কাঁসর অবশিষ্টাংশের পরিবর্তে ল্যাগরাঞ্জের অবশিষ্টাংশ 


ধরলে দেখ। বার 


1-6 
1+86% 


-€77-( চি ০ 
০ [3 ্ 


এখন 47%-৯০, যখন ॥-৯০০ (এক্ষেত্রে কাঁসর অবাঁশষ্টাংশ আমাদের পক্ষে খুব 
সুবি ধাজনক নয়, কারণ তখন ০:% পদাঁট শূন্য আঁভমুখী নয় যখন %-৯০০ )। 


৯ চু 
105 01+৯-৮-৮+%-- রাত (71 € ০ হু 1) 


উদ্দাহরণ 4. ম্যাক্লারণের অসীম শ্রেণীর সাহায্যে দেখান যেতে পারে যে 


টু টি 25 
95117 চি শা 1 টা আপ 86 5. 
এতে 
এ 2০] ৬ 
বং ০০97-7-1 নু ৃ +4- নি 


উদ্দাহরণ 5. মনে কর 7 (9) » 90918 2 
এখানে 7) (95) _ 0991) 25 যখন ॥ যুগ্ম 
- 81001) ৮ যখন ॥ বিযুগ্ 
তাহলে 7 &) (0)- 1], যখন ॥ যুগ 
0, যখন 7 বযুগ্ম । 


পুনরায় ল্যাগরাণ্জের অবাঁশষ্টাংশ 4 - রা 00910 6 যখন ॥ যুগ্ম 


চা 
এলি 911)1) 050 যখন % বিষুগ্ধ 


হ6151 


9 % 
এখন | টি 60০ | ৫ 


_৪97০--2-6% 


এবং | 5101) 99 | ». ছ6 ৩1 


১ 1:৯0) 77 7৪151 


অন্তরকলনীয় ফাংশন সম্বন্ধীয় কয়েকটি উপপাদ্য ২২৭ 


যেহেতু 2 --৯০, যখন 7%-৯০০, সেহেতু 4-৯9 


00951) ৮ 1+27+814+ **০ 
10 লজ? সপিটাল- বার্ণোজির উপপান্ত 2 
সীম। 'নর্ধারণের কতকগুলি বিশেষ ক্ষেত্রে ল' সাঁপটাল-বার্ণোলির উপপাদ্যের 
সাহায্যে সীমা নর্ধারণ অনেক সহজসাধ্য হয়। সেজন্য এই উপপাদ্যাট জান 
প্রয়োজন । উপপাদদাট 'নম্নে ববৃত কর হলো। 


উপপাগ্ভ। যাঁদ দুইটি ফাংশন 70) এবং %0৮) বদ্ধ অন্তরাল [৫, 9] তে 
আঁবাছুন হয় এবং মুন্ত অন্তরাল [৫, &] তে 7») এবং %(*%) এর আস্তত্ব থাকে 
এবং 7০) 7 %(9%) না হয় এবং উপরন্তু যাঁদ 
|) :70৮)-110)  :%(0)-0 হয়, তবে 
০৯৫০1 27৯৫ 17 
11] 10). 1111) 0 (৯) ১ 


৯৫7 ?%(5) - ০০৯০4 ৫0৯); 


অবশ্য ডান পক্ষের সীমার আঁন্তত্ব আবশ্যক । 


প্রমাণ £ 

যেহেতু 70৯) ফাংশন -- ৫ বিন্দুতে আঁবাঁচ্ছন্ন, সেহেতু 
1117) 10) ৯0) 
০-৯০71+ 

কন্তু 117 :70৮)-0 
১০৯৪7 

"..0062)-0 
অনুর্পভাবে %64)- 09 


এখন কাঁসর মধ্যমমান উপপাদ্যের সাহায্যে পাই 


104) -/09) 4702), পা 
2 )00622 


অর্থাৎ 0) 162) 


স্ব 


£0) 96) 


এ. ||) 109) 110) 1 (6) 
সুতরাং -৮৫+ 900 ৮৫৯72) 


২২৮ কলন-াবদ্য। 


এখন £-৯2+১ যখন ১-৯০+ 5 কারণ ০-£-€% 
11] 10৩) 1110 165) 110 105 (০৩) 


০6-৯০4 ০609) স্০৮-৯০ 4 ?€6) ৯০4 70) 


মন্তব্য 2 (1) উপরোন্ত উপপাদ্যের সামান্টাকরণের ফলে পাওয়া যেতে পারে 


17:10) 110 1000) 
-৯৫+ 90) ১৯৪০৯ 9৮709)? 


অবশ্য ডান পক্ষের সীমার আস্তত্ব আবশ্যক ৷ 


(2) উপরোন্ত উপপাদ্যটি নিশ্নীলাখতভাবে বিবৃত কর। যেতে পারে : যাঁদ দুইটি 
ফাংশন /(%) এবং %0) কোন এক অন্তরালে কসর মধ্যমমান উপপাদ্য ীসদ্ধ করে এবং 
সেই অন্তরালের মধ্যবর্তী কোন বন্দু ষথা :-৫ তে এমন হয় ষে 70০) - ঞ৫)-০ 


এবং রি 5 এর আস্তত্ব থাকে: তাহলে সিরা রি ঠা) এর আস্তত্ব থাকবে 


এবং 
10 /0) 117 705) 
রি %(০) 4৫ % (2) 
পুনরায় যাঁদ 7(৫)-%€৫)-০ এবং 70৮) এবং %'(০) ফাংশনস্দুইটি /0) এবং 
%()-এর উপর ষে সব সর্ভ আরোপিত ছল সেই সব সর্ত যাঁদ মানে, তাহলে 


6 এর উপর ল'সাঁপটাল-বার্ণোলির উপপাদ্য প্রয়োগে পাওয়া যায় 


0০ 2০1 [৫1 

7৮৯৪ ৫0০০) শ ০9 
_ 17) :/ (90) | 9 ] 
০৯৫ %0) 10 
51170 40) 
মস 8), 


পুনরায় (2) - %€) -0 হইলে উপপাদ্যটি সামান্টীকরণ করা যেতে পারে । 
117): 9110 5 0 


111. 99 ০93 ০০] 
নন ০-৯077 





'অস্তরকলনীয় ফাংশন সম্বন্ধীয় কয়েকটি উপপাদ্য 


উদাহরণ 2. 


উদাহরণ 3. 


উদ্দাহুরণ 4. 


২২৯৯ 





117) 511 55 0 ] 
১৮৯0 2% | 
_ |] ১০০93 ০৫ 
১৯ হ 
হু £ি 
1 
111) 105 (15) 
7১০77 %777 
] 
_ |]া। 145 
৮৯০7 


মু]. 


[51 


0০ ০৫-  [9] 
১০৯০ ১৮-51] 2 


_ 11] 27272 2 [ 
১৮-৯1-9095 5 


৮ 
(জারা 


0 
_ 117) 


65% --0-% 
১৯০ ০. 


9 
911) 2 9] 
2) 
] 





ডি ]1]) 
১৯০ 





মন্তব্য (3) ল'সাঁপটাল-বার্ণোলর উপপাদ্য নিম্বীলাখত ক্ষেত্রেও প্রযোজ্য £-_ 


বাদ 11 70)-0 এবং 117) 


১৯০০ 


?(-)-0 ; 


১৯০৩০ 


কারণ, মনে কার টি তাহলে 2-৯০, যখন ১-৯০০ এবং 


1]]) 


2 


৮২0 /(5)-0, 2১০45) ০ 


এখন ল" সাঁপটাল-বার্ণোলির উপপাদ্যের সাহায্যে পাই 


॥ 01 
| 1০) 1107 10112) 117 4 (3). 
১৮৯০০ %090 ৯এ-৯০ %0112) ২৯০ বাঁ 
% (1) 





28 
_ |] / (১) 
* জা) 
117) :70%) 





২৩০ কলন-বিদ্যা 


টি | £ 1 
০ গল 3 0095 - - 
110) 510 26. |] 3 ৫ & 
যে স্ব 
1110 
১৮2৯5085 


মন্তব্য 4) ল' সাঁপটাল-বার্ণোলির উপপাদ্যের সামান্যটীকরণ নিস্ত্রীলাখতভাবেও 
হতে পারে 2-- 

যাঁদ দুইটি ফাংশন /(%) এবং %0), ৫ এর ষে অঞ্চলের প্রত্যেকটি বিন্দুতে 
(৫ ছাড়। ) আঁবাঁচ্ছন্ন এবং অন্তরকলনযোগ্য হয়, %'0)3-0 

এবং ]1]) 170)- 1177 %09)- ০০ 


১77৯2 ০77৯৫ 


এবং 10) 70) 
ঘস্ঞ%€ এর আস্তত্ব থাকে ; 


তবে 110 70০) 
১7৯০ %0০) 
1170 100১) 1100 709), 
১০৯৪ %(0৮)--৯৫ 0) 


উপপাদ্যাটর »-৯০০ এর ক্ষেত্রেও সামান্টীকরণ হতে পারে। 


এর আস্তত্ব থাকবে এবং 


উদ্নাহুরণ 6. বা (91 2 9 








2০৯71212735 0 
11] 1/0055% 20 _ 110) ট , 00935 39 
-০-গ/2 31০05 532 12 3 005হ5 
_ 117) 28 ০09 ১2 901) 35 
স্য12 3172 09$ ৯ ঠা 


11] ০০95 32 117) 911) 37 
শরহে টি ঙ টা 
১০৯12 995 ০০৮12 510 % 








|!) 3 517) 35, 7৭)-- _ বা 
2০৯12 ওঠা) ১ 7 তির 


উদ্দাহুরণ .. %:০০ সত (১০) 


১০-৯০০ 52 (৩০৩ 


10] 77077211021 101 1)-1 ৮0 


৯০০ €গ ১৯০১ 6% 


অন্তরুকলনীয় ফাংশন সম্বন্ধে কয়েকটি উপপাদ্য ২৩১ 


উদ্বান্রুণ ৪. ০ 1098 110 108 ০ 
০৯৮ 














১৯0 ণ 
শি 
1. 
সত 1) %-50 
7 ১-৯০ & 
3০৮72 
উদ্ধাহরণ 9. 110) ০৮ (0) 
৮-৯০ 
মনে কর )- ০%* 


০০10৮072108 ০৫ 


এখন 195 00 ))-1100 (198 9) 
১০৯9 ১৯9 


| (51096 20) 


৮-৮০ 
1095 ০ 1 
কভু 110) (108 ০)-110] 1 711) 2 ৮7110 %-9 
১০৯০9 ১৮০9৮ ৮7৮09 7 ১৯০ 
০8 
৮৮:10 রি )750 
১৯৪ 
অর্থাং 117) )-০০-! 
টি গল 
|12) 2৪৮7] 
১০৯০ 
উদ্বাহরণ 10. 11 (০০৩ 2) 
১৯০ 
এখানে 112 1096903 2509158 


৪৮ 


-্ 11]: 31095 (909 2০0) 
১৮-৮0-2557. 
স্তর 6 ||] (217 2 
১০৯০ 256 
0 11] 25605 29 
১০৯০ ঠি  _6 


117: (009 25)3125 ০৮676 
১০৯০ 


২৩২ কলন-বদ্যা 


প.11. বিশেষ উদ্বাহুরণ £ 
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যাঁদ 2881১ _1 হয়, 
তবে দেখাও যে ৫ -5/2 এবং ৮- _ দু. 
দেখাও যে 
& 4108 7-3-475 যখন ০ -€ % এ 1 
[ সংকেত £ মনে কর 1) -10% 7 _- ০ দেখাও 7৯) ১ 0 


আবার মনে কর %90)--_-%_ - 1০£-1 ও 
]-5 | 7৩৫ 


দেখাও %09) ১03 ইত্যাঁদ ] 

মধ্যমমান উপপাদ্যের সাহায্যে দেখাও যে 

/ (72) 7207 /) 70) _, রি ০, 
25746 77০০, যখন 87৯0 এবং ০০১ 
ফাংশনাট আঁবাচ্ছল । 


[ সংকেত ঃ প্রদত্ত রাশি 
ডি +%)-965)] 
? £ু 


10 +/4+ 971) 100 765) 


লট [/71৩5+ 92117 65 [014 057) - (958)] ] 


দেখাও যে 
1০8০ ( ) 20924 1)4 


গর 
এক্ষণে প্রমাণ কর 1059 (+1) ১ চি 


কলন-বদা। 


2৪০ 
29, দেখাও যে 
]1]) 2 9107 - 911 29. ] 
১-৮০ [08 9 
30. প্রমাণ কর 


110) 25 -- 6810 ৪ 


ভিউ নি শু 


৯0 2510 % 


31. যাঁদ 110 ৫910 %_910 2 সসীম হয়, তবে এ এর মান নির্ণর 


2৯০ (808% 
কর এবং সীমাটি নির্ণয় কর। [উত্তর 2-2; সীমা] ] 
32, প্রমাণ কর 


117) এ. সা 11-% 
৮৯০ 9 1510 790 6 


অষ্টম অধ্যায় 
গ্তাশলনের পত্রম ও অব আন 


8.9] প্রাথমিক মন্তব্য £ 

আলোচ্য অধ্যায়ে আমরা একচলাবশিষ্ট ফাংশনের পরম (৪:921931 ব। 7718%01- 
01110) এবং অবম (1585 বা 1011011011) মান সম্বন্ধে আলোচনা করবো । 
ফাংশনের নিরপেক্ষ চলের পাঁরবর্তনের সঙ্গে সঙ্গে ফাংশনের মানের পাঁরবর্তন 
হয় এবং এই পাঁরবর্তনের ফলে ফাংশনের পরম বা অবম মানের সন্ভতাবন।৷ থাকতে 
পারে। ফাংশনর প্রকীত বুঝতে হলে ফাংশনের নিরপেক্ষ চলের সব মান 
বাঁসয়ে ফাংশনের প্রকীতি আলোচন৷ করা অসন্তব; সেঞ্জন্য কলনাবদ্যায় ফাংশনের 
পরম বা অবম মানের আস্তত্বের জন্য কিছু তত্বের প্রয়োজন | প্রাককলনাবদ্যায় যথ। 
বীঁজগাঁণতের আলোচনায় আমর। দেখোঁছি ০:৫৪ +&:৮+৫ একটি দ্বিঘাত রাশ এবং 
2 ধনাত্মক হলে এই রাশির কোন পরন মান নাই, কিন্তু শির একটি অবম মান আছে। 
আবার ৫ খণাত্বক হলে এই রাশির কোন অবম মান নই, কিন্তু রাশর একটি পরম 
মান আছে । এখন কলনাবদ্যায় ৫ + ৮১+ রাশিটি একটি একচলাবাশষ্ট ফাংশন 
যেখানে ৫, &, ৫ তিনটি ঘুবক ; অতএব এর্‌প ফাংশনের চরম মানের ( অর্থাং পরম 


মান ব৷ অবম মান) ধারণা পাওয়া যাচ্ছে। পুনরায় আমরা জানি %74 
2 1+3%14 


রাঁশটির ব৷ ফাংশনটির ক্ষেত্রে % এর ষে কোন বাস্তব মানের জন্য নিম্বালাখত সম্বন্ধটি 
শসদ্ধ 2 
%2-3%+4 
₹ এ তা এ 
১ হ+3%+4 


সুতরাং এই রাঁশটির অবম মান £ এবং পরম মান ? 
বন্ড 22 + 345 -7-271 





রাঁশটি 5 এবং 9 এর মধ্যে থাকতে পারে না অর্থাৎ 


2 +296-17 
21 342-7-27] ৪ +342-271 
2.1 ০4267 41 ₹- 7৮4774৮৯909: 
2৯ +22-7 ৬ 90৮ +2১-7 শি 


সুতরাং এই ফাংশনাঁটর কোন চরম মান নাই। 
উপরোন্ত ফাংশনগু'লির ক্ষেত্রে যে চরম মানের কথ বল। হল তা বাস্তব % এর সব 
১৬ 


২৪২ কলন-বিদয। 


মানের জন্য-_তাই এই সব চরম মান হলে। সার্বভৌম চরম মান (55০185 
5%11619007) | 'ক্তু সাধারণ ফাংশনের ক্ষেত্রে এর্‌প সাবভৌম চরম মান পাওয়া 
সম্ভব নয়, সেজন্য সাধারণ ফাংশনের ক্ষেত্রে আপোক্ষিক চরম মান (19190৬5 9%05- 
10179) আলোচনা কর! প্রয়োজন । সুতরাং সাধারণ ফাংশনের ক্ষেত্রে অনেকগুলি 
চরম মান থাকতে পারে, কাজেই সেই চরম মান ফাংশনের বৃহত্তম ব৷ ক্ষুদ্রতম মান 
বোঝায় না। মনে কর কোন ফাংশনের 'নম্নীলাখত লেখাঁচন্র পাওয়া গেছে £_ 

লেখাঁচন্রে দেখা যায় ষে ১- %॥ বন্দুতে 70১) ফাংশনাটর একাঁটি পরম মান 
আছে অর্থাৎ ০, এর অণ্চলে 102) একাটি পরম মান, সুতরাং ইহা একটি আপোক্ষিক 
পরম মান। 





আবার %- 2 'রন্দুতে 109 ফাংশনাটির একটি অবম মান আছে অর্থাৎ %2 এর 
অঞ্চলে /05) একটি অবম মান; সুতরাং ইহাও একটি আপেক্ষিক অবম মান। 
এইরূপে 102৪) একাঁট আপোক্ষিক পরম মান। 

লেখাচন্র থেকে আরও লক্ষ্য কর। যেতে পারে যে ফাংশনাঁট যেখানে চরম মাণ গ্রহণ 
করেছে, যেমন (০: 705) 'িন্দুতে, সেখানে বক্ুরেখার স্পর্শক 2%-অক্ষের সমান্তরাল 
অর্থাৎ /(2%হ).-0 ; কিন্তু তাই বলে /(-)-0 এর ০ এর সব মানের জন্য যে 
ফাংশনের পরম মান থাকবে এ ধারণা করে নেওয়া ঠিক হবে না ; আবার ফাংশনের 
পরম মান থাকলেই যে /0৮)-0 হবে এ কথাও ঠিক নয় । এই সব তত্বের 
বস্তৃত আলোচনা এ অধ্যায়ে কর হবে। 

ফাংশনের পরম বা অবম মান নির্ধারণ প্রয়োগের ক্ষেত্রে খুবই প্রয়োজনীয় । 
উদাহরণন্বর্প আমর৷ জানি একটি বৃত্তের অন্তালাখত সবচেয়ে বড় ক্ষেফলের আয়ত- 
ক্ষেত্র একটি বর্গক্ষেত্র ; একট বৃত্তের মধ্যে সবচেয়ে বড় ক্ষেেলের অন্তালাথত ত্রিভুজ 
একটি সমবাহু ন্রিভুজ ; এই সব উদাহরণ কলনাবদ্যার সাহায্যে সমাধান করা যেতে 
পানে । 


ফাংশনের পরম ও অবম মান ২৪৩ 


8.02 কাংশনের পরম মান ও আবম মানের সংজ্ঞা 2 

মনে কর 70০) ফাংশনাঁট [৫, &] বদ্ধ অন্তরালে সংজ্ঞিত এবং « € (৫, ৪)। 
এখন 0) এর মান *£ বিন্দুতে পরম বল৷ হয় যাঁদ আমরা এমন একটি ধনাত্বক 
সংখ্যা 9 নির্ণয় করতে পার যে « ব্যতীত ৭ - ০6-০-*+৪ অন্তরালে % এর 
সকল মানের জন্য 10) ১79) অর্থাৎ 

(1) - +%) -15)-0, যখন ০-1% | 49. 

অনুরূপভাবে 09) এর মান « বিন্দুতে বম বলা হয় যাঁদ আমরা এমন একটি 


ধনাত্মক সংখ্যা 9 'নর্ণয় করতে পার যে « ব্যতীত « - ৪-%-* +6 অন্তরালে 
॥% এর সকল মানের জন্য 104) €/0%) অর্থাৎ 


(2) --৮৮2ে + 8) -/05)৯০, যখন ০141 ৪. 
(1) থেকে লক্ষ্য কর! যেতে পারে যে /5) পরম মান বাদ 
(3) ১, /110 +/) -1*)1+-0 অথবা ১৯০, 


যখন যথাক্রমে &%0 অথবা €০. 
অনুরূপভাবে (2) থেকে লক্ষ্য কর যেতে পারে যে /€*) অবম মান বদি 


(4) /1110 +/)-71705)1১৯0 অথবা 0, 
যখন যথারুমে 0 অথবা 40. 


মন্তব্য 2 যখন -* বিন্দুতে /(০০) এর পরম মান [৫, &] অন্তরালে 7১) এর 
লাঁঘষ্ঠ উচ্চ প্রান্তাবন্দুর সমান তখন 7*) ফাংসনের সাবভোম পরম মান । 


পুনরায় যখন 7 -* বন্দুতে /0%) এর অবম মান [৫, &] অন্তরালে 70) এর 
গারষ্ঠ নিম্ন প্রান্তাবন্দুর সমান তখন /(*) ফাংশনের সার্বভৌম অবম মান । 


উদ্দাহরণ 1. মনে কর /-* ; এই ফাংশনটির অবম মান আছে ১.০ 
বিন্দুতে, কারণ যখন % -0, তখন 7-.0 এবং অন্য সকল »% এর মানের জন্য )১৯০॥ 
অতএব এই অবম মান সাবভোম । 


উদাহরণ 2. মনে কর 
109) -% যখন ০ শুষ্ক 
স্]-9 যখন হু] 


এখানে 70) এর একটি গরম মান আছে »»$ কিনতে । 


২৪৪ কলন-বিদ 


8.03 অন্তরবাঁলনীয় ফাংশনের চরম মানের জাবশ্যকীয় সর্ভ ঃ 

উপপান্ভত ? : যাঁদ কোন ফাংশন 702) বদ্ধ অন্তরাল [৫, &] তে আঁবাচ্ছন্ন 
থাকে এবং ০. € (৫, &) এই বিন্দুতে ফাংশনের চরম মানের আস্তত্ব থাকে এবং 
/€*) এর আস্তত্ব থাকে তবে 74) -0 হবে। 


প্রমাণ ৫ 
ষাঁদ সম্ভব হয় মনে কর 7(”)+%:0 ; তাহলে 
/0*)১9 অথবা €9 
প্রথমে মনে কর /(4€)৯০; এখন আমর। আাঁন /€)৯0 হলে /0০) ফাংশনটি 
2: * 'বন্দূতে আরোহণ ; সুতরাং 
1170 +/)-71(5)1১৯০, ০২ 1 % | ০ 
8.02 অনুচ্ছেদের (3) এবং (4) থেকে সহজেই দেখা যায় 10) এর কোন পরম বা 
অবম মান ১-* শীবন্দুতে থাকতে পারে না । ইহা অসম্ভব; সুতরাং /'€(*₹)১৯০. 
এবার মনে কর /7(+5)-09; এখন আমরা জান /€(5)৭09 হলে 70০) 
ফাংশনটি ১-* শীবন্দুতে অবরোহী ; সুতরাং 
11 0০11) -704)1409- 05181 এ৪০ 
8.02 অনুচ্ছেদের (3) এবং (4) থেকে সহজেই দেখা যায় /(%) এর কোন পরম ব! 
অবম মান ৮--* বিন্দুতে থাকতে পারে না! ইহা অসম্ভব ; সুতরাং 74) 4০. 
অতএব উপপাদ্যের প্রকষ্প অনুযায়ী /€(4)- 0 হবেই । 


মন্তব্য 2 ৫) উপপাদ্য 1 এর জ্যামাতিক ব্যাখ্যা হিসাবে বল৷ যেতে পারে যে বাঁদ 
চরম মানের বন্দুগীলতে /(5) এর অন্তরকলজ বিদ্যমান থাকে, তবে )/-/(%) এর 
লেখাঁচন্রের সেই 'বন্দুতে স্পর্শক 4-অক্ষরেখার সমান্তরাল হবে। 

(2) উপপাদ্য 1 এর সর্তটি অর্থাৎ /() -0 অস্তরকলনষোগ্য ফাংশনের চরম 
মানের আস্তত্বের জন্য আবশ্যকীয় সর্ত, কিন্তু এই সর্ত পধ্যাপ্ত নয় । অর্থাৎ অন্তরকলন- 
যোগ্য ফাংশনের চরম মান যাঁদ থাকে তবে /€0)-0 এর বাঁজগুটলতে থাকবে, এই 
বাঁজগু'লির বাহরের ক্লোন বিন্দুতে ফাংশনের চরম মান থাকবে ন৷ এবং 7") -0 এর 
বীজগুলির সব বিন্দুতেই ফাংশনের চরম মান নাও থাকতে পারে। 


8.4 অন্তরকলনীয় কাংশনের চরম মনের পর্যযাগু সর্ভ £ 
উপপাস্ত 2: যাঁদ 70৯) ফাংশনটি «বিন্দুর একটি অঞ্চলে সংঁজ্ঞত হয় এবং 
যাঁদ এমন কোন অন্তরাল থাকে বার একটি প্রান্তিক বিন্দু « এবং অপর প্রান্তিক বিন্দু 


ফাংশনের পরম ও অবম মান ২৪ 


এ অণ্চলের যে কোন একটি "বন্দু, যেখানে ল্যাগরাঞ্জের মধ্যমমান উপপাদ্যটি সিদ্ধ হয়, 
তবে /(€) এর মান (6) পরম যাঁদ /()১০, যখন -৫* (এ অঞ্চলে ) 
এবং /€0)-০, যখন ১১৮ (এ অগুলে) 


(11) অবম যাঁদ /€(৮)-০, যখন ১-* (এ অণ্ুলে ) 
এবং /(১)০, যখন 2৯ (খর অঞ্চলে ) 
প্রমাণ £-- 
মধ্যম্নান উপপাদ্যের সাহায্যে পাই 
16১০) 4 (*)- (৩৮-%) (8), 
যেখানে £ সংখ্যাটি * এবং »% এর মধ্যবতশ । 
এখন চাল গল ৮5১ তাহলে £-*১ 705)৯০ 
(১০-৮)/(৫)-49 
সুতরাং 7৫) 76) 40 
অর্থাৎ ./()-/%) (1) 
পুনরায় মনে কার ১১৯, তাহলে £১*১/68)-4০0 
(০৮-*)/ (৫)-9 
সুতরাং 709) _7(5)-€9 
অর্থাৎ /(%)-/(*) (2) 
€1) এবং (2) থেকে সহজেই বুঝা যায় যে -* বিন্দুতে 7৫») এর পরম মান আছে । 
অনুরূপভাবে (1) অংশাঁট প্রমাণ কর। যেতে পারে । 


উদ্বাহরণ 1. মনে কর /ল্ _ 29৭ + 357] 


2)) 


প্রথমে --98-421+3 
2% 


পরে 2 »৮0 সমীকরণ সমাধান করে পাওয়া যায় 
৮৮153 


এখন এই দুইটি বিন্দুতে (€- 1] এবং 9.3) চরম মানের আস্তত্বের পর্যাপ্ত সর্ত 
পরাক্ষা করতে হবে। 


২৪৬ কলন-বদ্য 
1) নদ! 
এখানে লক্ষ্য কর )7-(0-1) (-3) 
)-(€-):6-)১৯০, যখন 241] 
এবং )7-(+):0-) 40, যখন ৮১] 
উপপাদ্য 2 অনুসারে /(%) এর ০- 1 বিন্দুতে একাঁট পরম মান আছে এবং এই 
পরম মান 
(0)-2 _ স্ত. 
2) ৮73 
এখানে লক্ষ্য কর 
)/-.(+৯):৫-)4০0, যখন এও 
এবং )-(+):(+)১৯০, ষখন ৮১৯3 
উপপাদ্য 2 অনুসারে /৫১) এর »৮- 3 বন্দুতে একটি অবন্ন মান আছে এবং এই 
অবম মান 
(0) -$ - ] 


উদাহরণ 2. মনে কর ৮» সঙ 557 52271] 
এখানে 7) - 5৮20৬ -1)0- 3) 
)7- 0 থেকে পাওয়া যায় 2-০১ 1, ও 
উপপাদ্য 2 এর সাহায্যে দেখানো যেতে পারে যে) এর ১-1 বন্দুতে একটি পরম 


মান আছে, %- 3 বন্দুতে একাঁটি অবম মান আছে, কিন্তু €-0 'বন্দুতে কোন চরম 
মান নাই। 


উদ্দাহরুণ 2. মনে কর ৮- ০৩৫৩ 
এখানে 7 3১ 
7৮৮0 থেকে পাওয়া যায় %-9 


এখন ০৫. 01বন্দুতে ফাংশনের কোন চরম মান নাই : কারণ 


)১০, যখন 9 
এবং )১৯০, ষখন ১১০. 


ফাংশনের পরম ও অবম মান ২৪৭ 


উদ্ধাহরণ 4. মনে কর 7. 11 
এই ফাংশনটির ১৮০ 'বন্দুতে অন্তরকলজের কোন আনস্তত্ব নাই। কন্তু ৮.০ 


বন্দুতে ফাংশনের একটি অবম মান (ষাহ। শূন্য ) আছে, কারণ )-*0 যখন ---0 
7 ১ 0 যখন 749. 





শি 


নু 

উদ্দাহুরণ 5. মনে কর )- (1 --:৪)২ 

ফাংশনটির -৮-0 বিন্দুতে অন্তরকলজের কোন আন্তত্ব নাই, কারণ )- 
21. 

_(1 _5৫8)8/২, সুতরাং ৮0 বিন্দুতে অন্তরকলজের কোন সামন্ত আস্তত্ব নাই। 

এরুপ ক্ষেত্রে অর্থাং 0 বিন্দুতে অন্তরকলজ-ফাংশনটিকে বিচ্ছিন্ন বল হয় । কিন্তু 


ফাংশনাটর »- 0 বিন্দুতে একটি পরম মান আছে, কারণ /00)- 1 এবং/0১) এ 1 


যখন 850. 





সব 6 


সংজ্ঞা 2 /€) ফাংশনটির ষে সকল - বিন্দুতে অন্তরকলজ শূন্য বা 'বাচ্ছন্ন হয় 
সে সকল 1[বন্দুকে সঙ্কট বিল্ু (911009,] [011765) বলা হয় । 


২৪৮ ৃ কলন-বিদ্যা 


মন্তব্য £ 
আস্ভরকজনযোগ্য কাংশনের প্রথম অন্তরকলজের সাহায্যে চরম 
মান নির্ণয় করার পদ্ধতি £__ 
উপপাদ্য 1 এবং 2 থেকে আমরা অন্তরকলনযোগ্য ফাংশনের প্রথম অন্তরকলজের 
সাহায্যে চরম মান নির্ণয় করার জন্য নিম্বলাখিত পদ্ধাত পাই : 
(1) প্রথমে 705) নির্ণয় করতে হবে 
(2) এ এর সঙ্কট মানগুল বাহর করার জন্য /(.)- 0 সম্মীকরণাঁট সমাধান 
করতে হবে 
(3) সঙ্কট মানগুলর ৮.) জন্য 7) ফাংশনাঁট 'বাচ্ছিন্ন বা আবচ্ছিল হতে 
পারে, কিন্তু যাঁদ 7) ১ 0 যখন 2 ৫ « এবং 7) 0 যখন 
১১৮ হয় তবে 7€*) একটি পরম মান। আবার যাঁদ 7(*) € 0 
যখন 2৫ € *€ এবং 7) ১ 0 যখন & ১4 হয় তবে 76) একটি 
অবম মান । পুনরায় 7€১) ১ 0 যখন * ৩ * অথবা 70) € 0 
যখন % হু *১ এখন 7€*) কোন পরম মান নয় । 


8.05 উচ্চপব্্যায় অন্তরকলজের সাহাষ্যে ফাংশনের চরম মানের 
অস্তিত্বের আলোচনা 
উপপাস্ত 3. 70) ফাংশনটি ষে অন্তরালে সংঁজ্ঞত সেই অন্তরালের অন্তবতী 
« এমন একটি বিন্দু যাঁদ থাকে যেখানে 7€*)- 0 কিন্তু /€)-6০, তাহলে 7) 
এর মান (1) পরম হবে যাঁদ 7) € 0 হয় এবং (11) অবম হবে যাঁদ 75) ৮0 
হয়। (7৯) ফাংশনটি এ অন্তরালে আঁবাচ্ছল্ন মনে কর) 


প্রমাণ £ 

উপপাদোর প্রকষ্প অনুযায়ী 7€)-0 এবং /"€০) এর আস্তত্ব বর্তমান এবং 
1€65)৮0- 

যেহেতু /"€(*)+০, একটি ধনাত্মক সংখ্যা « এমন ধরা যেতে পারে যাতে 

1105) - ৪ এবং 16) 4+€ 

রাশ দুইটির 7"€€) মানের সাঁহত একই চিহ্ থাকবে । 

এখন 1"৫%) ফাঁংশনটি ০-* বিন্দুতে আঁবাঁচ্ছন্ন বলে একটি অঞ্চল (€ -6, 
* + 6) ধরা যেতে পারে যাতে 

(1) 705) -6€ এ 7166 74) এ /05)7+5) 09 141 ৫০. 
মধ্যমমান উপপাদ্যের সাহায্যে পাওয়। যায় 

70547) -/0০)-%/()+ /+8%); 0 4 ৪ 4 1 


ফাংশনের পরম ও অবম মান ২৪১ 


(1) .. 105+7)-05)- রি 7০6 + 87), যেহেতু /6)-0 


এখন (1) থেকে পাওর৷ যায় 
(11) 765) 47 + 97) 4705) +€ 
সুতরাং 7" + 8) রাঁশর 7€*) এর মানের সাঁহত একই চিহ থাকবে । 


যেহেতু /5 ধনাত্মক, সেহেতু 27 175 +8%) রাশটির /€(*) এর মানের সাঁহত 


একই িহ । 
২৮ (1) থেকে দেখ। যার যে /€ +%) 7104) রাশির 7) এর মানের সাঁহত 
একই চিহ (/ ধনাত্মক বা খণাত্মক হতে পারে )। 
কন্তু /+€(€)720, অতএব /€5) ৯৮0 অথবা €0০ 


যখন 7) এ 0, তখন /(* + 4) -70*) € ০, অতএব এক্ষেত্রে /0%)এর 
১ *« 'ীবন্দুতে একটি পরম মান আছে। 

পুনরায় যখন /"€(০) ৯ ০0, তখন /€* +%) 776) ১৮ ০, অতএব এক্ষেত্রে 
70৯) এর ৮-*« বিন্দুতে একটি অবম মান আছে । 


উদ্দাহুরণ 2 মনে কর /0১০)- 2 517 2+ ০093 29 
এখানে লক্ষ্য করা উাচত যে 511)(2ন + 5০) - 510 ০ এবং ০০99(2 +20)- ০99 


104 27)-70) 


সুতরাং ফাংশনাটর [0, 27] বদ্ধ অন্তরালে চরম মান আলোচনা করলেই যথেষ্ঠ 
হবে। 
এখন 7(৮)- 2 ০03 ১-2 51] 25 
»৮ 20009 2৮72 5811) 20099 2০) 


_2 093 201 - 2 5110 ০) 


ফাংশনাঁটর চরম মানের আস্তত্বের আবশ্যকীয় সত 
17(১)-0 


র্থাং ০০9 2-0 অথবা 510 2- ৮০099 5 


2 


[0, 2] অন্তরীলে সম্ীকরণটির বাীজগুলি 6, 2 এবং রা 


২৫০ কলন-াবদ্যা 


এখন 70১) ৮ 2 511 ১০--4 0095 27৫ 
১-গ/6 বিন্দুতে ফাংশনাটির চরম মানের আস্তত্বের পরীক্ষা কর! যাক । 
70501 85167 -ঠ-কাঠশ 3 07 


সুতরাং ১-*%/6 বিন্দুতে /0) এর একাঁট পরম মান আছে এবং এই পরম 
মান [/05)15 16 72 1+8শগ্্ 


এইভাবে লক্ষ্য করা যেতে পারে 2-গ1/2 বিন্দুতে 70») এর একাঁট অবম মান 
আছে এবং এই অবম মান - [/0)] -] 


%-০গা12 


এ বন্দুতে /(9) এর একটি পরম মান আছে এবং এই পরম মান 3; 


সবশেষে ০৮ শবন্দুতে 10) এর একি অবম মান আছে এবং এই অবম মান 
টি, 


/ অন্তব্য এ ফাংশনের চরম মান নির্ণয় করার জন্য উপপাদ্য 2 এর চেয়েও উপপাদ্য 
3 খুবই সুবধাজনক । 


উপপাস্ভ 4 যাঁদ একটি ফাংশন /(*) এর (৫, &) অন্তরালে % তম আঁবাচ্ছন্ন 
অন্তরকলজের আস্তত্ব থাকে এবং 
107)05)-0 7 77 1, 2, 0471) 
এবং 7€)(5)7520, 
যেখানে « € ৫৫, &), 


তাহলে 0০) এর 2:-* বন্দুতে চরম মান থাকবে যাঁদ ॥ যুগ পূর্ণসংখ্য। হয় এবং 
/0) এর & -* বিন্দুতে কোন চরম মানের আস্তত্ব থাকবে ন৷ যাঁদ % বিষুগ্ম পূর্ণসংখ্যা 
হয়। প্রথম ক্ষেত্রে 7) এর মান €) পরম হবে যাঁদ 7)0%) এ 0 হয় এবং 0) 
অবম হবে যাঁদ 70)0*) ৯ 0 হয়৷ 


প্রমাণ ঃ ন 
যেহেতু 70%)0)450, একটি ধনাত্মক সংখ্যা € এমন ধর। যেতে পারে যাতে 
1010০) -€ এবং 7০)(৭) 1+€ 


রাঁশ দুইটির 7১০) মানের সাঁহত একই চিহৃ থাকবে । 


ফাংশনের পরম ও অবম মান ২৫১, 


এখন /)0) ফাংশনাঁট ৮--* বিন্দুতে আঁবাচ্ছন্ন বলে একটি অঞ্চল (€-, 
« + 6) ধরা যেতে পারে ষাতে 
(1) 70৮0০) -5 এ90৮)0০+7) 470৮0) +5, 0181 4৪. 
টেলরের উপপাদ্যের সাহায্যে পাওয়া যায় 
রর 7 


মন (4)+%7 77 (€)+ যি :)()+% /১৫+%), 





(0-9২€1) 


(8) /৫+)-/0)-41/6+ 97), 
যেহেতু 7৮)66)7-0 7; ৮71, 2,071) 
এখন €) থেকে গাওয়। যায় 
(111) 17৮১6০)-€ 47)6০+ 8) «৫ 1)৫)+6 
সুতরাং /%)0 +9/) রাশির /0৮)(€) এর মানের সাঁহত একই চিহ্ন থাকবে । 
প্রথম অবস্থা £ মনে রা ? একাঁট যুগ্ম পূর্ণসংখ্যা । 
এখানে £* ধনাত্মক, সুতরাং £7 (/1৫ +9/) রাঁশর /%)() এর মানের সাঁহত 
একই চিহ্ধ বর্তমান । 
অতএব (11) থেকে দেখ যায় যে 1(* +/) _1€*) রাঁশর 7/*১05) এর মানের 
সাঁহত একই চিহ্ন (7 ধনাত্মক বা খণাত্মক হতে পারে )। 
কিন্তু /0%)(2)৮0, অতএব 7%)() ১৯0 অথবা €০. 
যখন 70৮) 40, তখন 7 +1) 7705) «0, অতএব এক্ষেত্রে 105) 
এর 2-.*.ীবন্দুূতে একাঁট পরম মান আছে । 
পুনরায় যখন 7%)৫*) ১৯ ০, তখন 7 +/) 710) ১৯৮০, অতএব এক্ষেত্রে 
/(%) এর »-* বিন্দুতে একাটি অবম মান আছে । 
দ্বিতীয় অবস্থা 2 মনে করি % একটি 'বধুগ্ম পূর্ণসংখ্যা 
খানে রা 1) +9/) রাঁশাট একই চিহ্ বজায়.রাখে না, কারণ //% একই 
চিহ বজায় রাখে না। অতএব (11) থেকে দেখা যায় যে, যখন 0 € 11%1 € 9 
705 +%) -/4) একই চিহ বজায় রাখে না। 
সুতরাং এই অবস্থায় -« বিন্দুতে /(%) এর চরম মান নাই । 


৫২ কলন-াবদ। 
উদ্দাহরণ £ মনে কর /(৮)-(৮- 1)3 
এখানে /(%)- 36%-1)ৎ 
চরম মানের আবশ্যকীয় সর্তের জন্য 
/09)-0 
অর্থাৎ ৮-] 
এখন /(1)-/01)-0 
কিন্তু /+(1)- 6760 
অতএব উপপাদ্য 4 অনুযায়ী দেখা যায় /৫) এর ৮%- 1 বিন্দুতে কোন চরম 
মানের আন্তত্ব নাই । 


মন্তব্য £ অন্তরকলনযোগ্য ফাংশনের চরম মান 'র্ণয় করার জন্য উপপাদ্য 4 
সবচেয়ে বেশী সুবিধাজনক । 


বিশেষ উদাহরণ 


1. দেখাও যে একাঁট বৃত্তের মধ্যে অস্তার্লখিত আয়তক্ষেত্রের ক্ষেত্রফল বৃহত্তম 
করতে হলে উহাকে বর্গক্ষেত্র হতে হবে । 





উত্তর £- 
মনে কর বৃত্তাটর সমীকরণ 
১৪ + 07275 62 
অতএব বৃত্তের উপাঁরাচ্িত যে কোন বন্দুর স্থানাঙ্ক (৫ 903 4০, ? 917 4) 
এখন 48. 24 90 « 
0০-22-0059 « 
এখন 4804) এর ক্ষেত্রফল _ 449 ০9 
» 2৫ 51] ০. * 22 003 &. 
ম্ু229 3110 2. 


ফাংশনের পরম ও অবন মান ২৫৩ 


বৃহত্তম ক্ষেত্রলের আবশ্যকীয় সর্ত 
21972 ২ 
2622 511) 2৭07 0 


অর্থাৎ 4৫5 ০95 2০70 
অর্থাং ০0০95 25” 0 
2 লগ্া/2 
সুতরাং *-গ/4 ; * এর এই মানের জন্য 487 26 510 * 7৪2 এবং 
10722 0099 *-2৬/2 
4487 90 
সুতরাং 40) আয়তক্ষেত্রের ক্ষেত্রফল বৃহত্তম হতে হলে 4104) একটি বর্গক্ষেত্র 
হবে। 
2. মনে কর একখণ টিনের পাত থেকে বৃহত্তম ঘনফলের একটি লম্ব বৃত্তাকার 





চোও তৈয়ারী করতে হবে। 
একখণ্ড টিনের পাত দেওয়া আছে এবং একটি লঙ্ব বৃত্তাকার চোঙ ( যার মুখ খোল! ) 
তৈয়ারী করা হল যার ব্যাসার্ধ -7 এবং উচ্চতা - / 
. এখন 57 2771 + গ17* এই পাঁরমাণ টিন দেওয়া ছিল । 
লন্ব বৃত্তাকার চোঙের ঘণফল - 775. 7 ( মনে কার ) 
এখন /-প্প্(উভ-)- ১ 
ঢা? 2 
7” এর চরম মানের আবশ্যকীয় সর্ত 
277 
70) 
27 





'২$৪ 
অর্থাং 5731 -0 
2 
৮২ 
ওগ্ 
রম না 
এখন এ “০, যখন ৮৮১ 


পা 


না 
/ বৃহত্তম হবে যখন ৮০৬ 


গা * ২ হিকা 
এখন টাল পল 2. ৬/3৭ 
হিঃ 2/3 3 28 5 

নু 


অতএব প্রদত্ত টিনের পাত থেকে বৃহত্তম লম্ব বৃত্তাকার চোঙ তৈয়ারী করতে হলে 
খঁ চোঙের উচ্চতা ব্যাসার্ষের সমান করে তৈয়ারী করতে হবে। 
3. প্রমাণ কর ৮*১1]1+ যখন 950 
উত্তরঃ মনেকর 170)-6* - (1 +5) 
, এখানে /09)-০6*-- 1 
. 7020) এর চরম মানের আবশ্যকীয় সত 
/70%)-0 


অর্থাৎ ০*- 1 
১0-0 


এখন /7(9)-০* এবং 7(0)-1১0 
অতএব 109) এর অবম মান 7€0)-0, এই অবম মান সার্বভৌম । 


সুতরাং 1৯)১ 760) বখন 2৮০ 
অর্থাৎ 2০-01+2)০0 
অর্থাৎ ৪2. 1 12 


4. নিম্নীলাখিত বক্তরেখার কোন্‌ বিন্দুতে প্রবণতা (£:901500) অবম ত। নির্ণয় 


কর £- 
৯52৫2 --] 


0০345 71€ 


ফাংশনের পরম ও অবম মান ২৫৮৫ 


উত্তর ঃ 


£ 
বরুরেখার প্রবণতা (%)-৫% - -210- 9৪7] 9 ,., ] 


2 
76-2128- 57 হু 2; 
প্রবণতার চরম মানের আবশ্যকীয় সত 


৪77 
যখন £-&, তখন ০ 0 এবং যখন £- -&, তখন ৪21 €0. 


নিণেয় বন্দু-(2 - $-1, 3: ্+$) 


ন্ট আর 6) 


বিবিধ অনুশীলনী ৪ 
1. (9) ফাংশনের পরম এবং অবম মান বলতে কি বুঝায়? কোন আঁবাচ্ছন্ন 
এবং অন্তরকলনযোগ্য ফাংশন 76১) এর ৮-£ 'বন্দুতে যাঁদ পরম কিংব৷ 
অবম মান থাকে, এগু'ল কি প্রকারে নির্ধারণ করা যায় তা বিশদভাবে বিবৃত 


কর। 
2, 70১) -১৪-* এর চরম মান 1ক হবে পরীক্ষা কর । [পরম মান] 
3.1) - 510 ০+ ০95 2 এর পরম মান নির্ণর কর। | 42 ] 
3. /)-৯+%--1০8 ০ এর অবম মান নির্ণর কর । [3-108 2] 
5.70)-০(1 - ০০) এর পরম মান নির্ণয় কর। চি দা 91 


€. দেখাও যে %৮ _ 524+ 5১- 1 এর ৮-॥ বিন্দুতে একাঁটি পরম মান এবং 
১:০3 বিন্দুতে একাঁট অবম মান আছে । 
7. একাট রম্বসের প্রাতাঁট বাহুর দেখ্য ৫ একক । দেখাও যে ইহার ক্ষেত্রফলকে 
' বৃহত্তম করতে হলে ইহাকে একটি বর্থক্ষেন্র হতে হবে। 


এ 
&. প্রমাণ কর £-_ চি 41০8 (1+৭)-%, যখন ১১০ 


্ঠে৬ 


10. 


11. 


10 


13. 


14. 


1৩. 
16. 


17. 


18. 


19, 


20. 


কলন-বিদ্য। 
প্রমাণ কর ৮4 ৯৯2, যখন ০৯০ 
দেখাও যে: ২. এর পরম মান 4 _ 
(৫৫% +25)3 2৭04 


প্রমাণ কর )- 





নু রর এর 2- ৪ বিন্দুতে একটি অবম মান আছে । 


7(») -০০ এর পরম মান কোন বিন্দুতে আছে ? [০.2] 
22): &£ ৫ 

দেখাও যে _- +--- এর মান পরম যখন --_ এবং অবম যখন 
22-% 2-% 


25 
24 
£ উপবৃত্তেধ উপর একটি 'বন্দু। উপবৃস্তের কেন্দ্র ০05 4৮ বিন্দুতে 
স্পর্শকের উপর ০ বন্দু থেকে আঁঙ্কত আঁভলম্বের পাদাঁবন্দু ?* ; /1$ এর 
ধরন মান নির্ণয় কর । [ (অর্ধ-পরাক্ষ )- অর্ধ-উপাক্ষ )] 
দেখাও ষে 511) 21 + ০099 )এর ৮-%|3 বন্দুতে একাট পরম মান আছে । 
নিশ্নীলাথত ফাংশনাটির 9 - গর বিন্দুতে দেখাও ষে একাঁটি পরম মান আছে £ 
৮০09 -_ 911) 9) 
7/-52€1 - 0093 9) 
অন্তরকলনযোগ্য./(%) ফাংশনের চরম মানের আস্তত্বের আবশ্যকীয় সর্ত উল্লেখ 
কর এবং প্রমাণ কর। একটি উদাহরণ দ্বার বুঁঝয়ে দাও ফাংশনের কোন 


বন্দুতে অন্তরকলজের আস্তত্ব না থাকা সত্বেও ফাংশনের চরম মান থাকতে 
পারে । 


)/-2০৮/০ _ 3০ -22৪-%1% এর চরম মান নর্ণর় কর। 
[ পরম মান - _4 


অবম মান- 261 - 3 1095 2) ] 


০ 
).২-১১৮+4 এর চরম মান নির্ণর কর। 
2১ +371+4 
[ অবম মান- 7; পরম মানস? ] 
911) 2 


রি. ও 
গিরি হন 


2/._ ০95 ৮%(1 4 2 91) ০০). 
৮7 074 5170 0579 


এখন প্রমাণ কর ০ এর পরম মান -" যখন (71) 


ফাংশনের পরম ও অবম মান ২৭ 


21. (1) ১৮) 4 হলে 4+ 9) এর পরম এবং অবম মান নিয় কর। 
[ পরম মান _ - 24, অবম মান 24 ] 
[ সংকেত : 4৮+9৮-4(৮+2)৯/০)] 
(11) 2-+3)/- 4 হলে %)” এর পরম অথবা অবম মান নির্ণয় কর। 
[ পরম মান-ষ্ ] 


[ সংকেত : 7)/-7 (7 )-/০) ] 


22. দেখাও ষে নাদিষ্ট পাঁরসীম। 'বাশষ্ট একাঁট আয়তক্ষেত্রের ক্ষেন্রফল বৃহত্তম 
হবে যখন উহ। বর্গাকীতি হবে । 


১৭ 


নবম অধ্যায় 
একাধিক চল্বিশিষ্ট ফাংশন 


9.01 প্রাথমিক মন্তব্য € 

চতুর্থ অধ্যায়ে আমরা একাধিক চলাবাশিষ্ট ফাংশন (101000101) 01 56৬12] 
118195) এর ধারণ। সাধা রণভাবে এবং উদাহরণের সাহাযো আলোচনা করোছ। 
আলোচনার সুবধার জন্য অনেক সময় বহুচলাবাঁশষ্ট ফাংশনের পাঁরবতে দুই বা তিন 
চলাবাঁশষ্ট ফাংশন নলে সহজবোধ্য হয় এবং পরে ধারণাগুলকে সামান্মীকরণ করা 
যায়। চতুর্থ অধ্যায়ে একাঁধক চলবিশিষ্ট ফাংশনের সীমা ও আবচ্ছন্নতা সম্পকে 
ণবশদভাবে আলোচনা কর হয়েছে । 

একাধিক চলাবাঁশষ্ ফাংশন বিজ্ঞানের বা যে কোন বিষয়ের গাঁণাতিক আলোচনায় 
থুব প্রয়োজনীয় । যেমন আমরা জান 'কিছু পারমাণ গ্যাসীয় পদার্থের আয়তন, চাপ ও 
উফ্তার উপর 'নর্ভরশীল ; সুতরাং গ্যাসের আয়তন, চাপ ও উষ্ণতা এই দুই নিরপেক্ষ 
চলের ফাংশন । আবার আয়তাকার ঘনবন্তুর আয়তন উহার দের, প্রন্থ ও বেধ এই 
[তন নিরপেক্ষ চলের ফাংশন। 


এখন মনে কার 70, ১) .একমান 'বাঁশষ্ট (51791 ৬৪100) একাঁট 
ফাংশন এবং এই ফাংশন 7%-7 সমতলের কোন অণুল এ সংজ্ঞত। তাহলে 





৮7 


£& এ কোন বাস্তব সংখ্য। যুগল (৮, 9) এর জন্য 4-% সমতলে একটি বিন্দু 4 
পাওয়া যাবে । 4 বিন্দুতে 2%- সমতলের উপর 4৮ লন্ব টানা হল, এখন এই 


একাধক চলাবাশষ্ট ফাংশন ২৫৯ 


লন্ব থেকে 2-/ (০ ০) পাঁরমাণ দেধ্য যাঁদ 4? হয়, তাহলে শ্রিমান্রক দেশে £ 
একটি বিন্দু পাওয়া গেল, যার স্থানাঙ্ক (১৮, 7, 2) (৮ ১7,70৮, ৮), 

এই £ বিন্দুর সঞ্চার পথই ৮./ 0, )) এই ফাংশনের জ্যামাতক রূপায়ণ। 

একাধিক চলাব শিষ্ট ফাংশনের সীমা আলোচনাকালে আমর৷ লক্ষ্য করোঁছি একচল- 
বাঁশষ্ট ফাংশনের সীম। থেকে উহার সামান্টীকরণ হলেও একটু বিশদ আলোচন। 
সাপেক্ষ । যখনই গাণিতিক কোন ধারণার সামান্টীকরণ কর হয় তখনই আলোচনা খুব 
নিখুদতভাবে করতে হয় । যেমন »-৯৫ বললে ধারণাটি যত সহজ, (: 9) -- (৫১ &) 
বললে ধারণাটি অতটা সহজ নর। (০, 7) বাস্তব চলযুগল যখন (4, &) নাঁদষ্ট 
বাস্তব সংখ্যাব্গলের আঁভমুখী, তখন 4-৬ সমতলে (, 7) বিন্দুর সবপ্রকার 
আঁভমুখের কথ। চিস্ত। করতে হয় । চতুর্থ অধ্যায়ে দেখা 1গয়েছে এই সীমার আলোচনায় 
দ্বিসীমা এব পুনব্রাবৃস্ত সীমার কথা এসোঁছল । একাধক চলাবাঁশষ্ট ফাংশনের 
আঁবাচ্ছন্নতাও অনুর্পভাবে একচলাবশিষ্ট ফাংশনের আঁবাচ্ছিন্নতার সামান্যাকরণ | দুই- 
চলাবাঁশষ্ট ফাংশন /€৮, 9) কে (৫, ৮) বিন্দুতে আঁবাচ্ছন্ন বলা হয় যাঁদ 'দ্বিসীমা 


11) / (১ ০) 
(2৮, 0)-৮02১ &) 


এর আত্তত্ব থাকে এবং এই ছিসীমা 1৫, ৪) এর সমান হয়। এই সংজ্ঞার 
অন্যর্প বিবৃতি হিসেবে বল। যায় 105 ৮) ফাংশনকে (৫, &) বন্দুতে আঁবাচ্ছন্ন 
বল। হয় যাঁদ যে কোন ধনাত্মক ক্ষুদ্র সংখ্যা « এর জন্য এমন একটি ধনাত্ুক সংখ্য। 
9 'নর্ণয় কর। যেতে পারে যাতে 'নম়ালাখত অসমতাটি সিদ্ধ হয় £ 
| 10, ৮)-7(4, ৮) 1 এ ৪ 709হু 1 ৮-91 €৪ এবং ০২ 1/-৮61 4৪. 
বর্তমান অধ্যায়ে আমরা একাধিক চলাবাঁশষ্ট ফাংশনের অস্তরকলন সম্বন্ধে বশদ- 
ভাবে আলোচনা করবে । একচলা বাঁশষ্ট ফাংশনের অস্তরকলন সম্বন্ধে পণ্সম অধ্যায়ে 
[বিশদভাবে আলোচনা কর৷ হয়েছে এবং এইরূপ ফাংশনের অন্তরকলন সম্বন্ধীয় যাবতীয় 
ধর্ম ষষ্ঠ, সপ্তম ও অস্টম অধ্যায়ে আলোচন। করা হয়েছে । একাধক চলাবাশিষ্ট 
ফাংশনের অন্তরকলন এবং অন্তরকলন সন্বন্ধীয় প্রয়োজনীয় তত্ত্ব বর্তমান অধ্যায়ে 
আলোচনার বিষয়বস্তু । তবে পূর্বেই বলা হয়েছে যে আলোচনাকে সহজসাধ্য করতে 
হলে দুই ব। ?তন চলাবাঁশষ্ট ফাংশনের ধারণ। 'নয়েই অগ্রসর হওয়া ভাল । 


902 আংশিক অন্তরকলন (91081 01616001200) 
একাধিক চলাবাঁশষ্ট ফাংশনের অন্তরকলন আলোচনার প্রাক্কালে একচলাবাশষ্ট 
ফাংশনের অন্তরকলনের ধারণ থেকে আসতে হলে প্রথমে এসে পড়ে আংশিক অন্তর- 


২৬০ কলন-বিদা। 


কলনেরখ্ধারণা । মনে কার 2-1(%, 9); এখন যাঁদ / কে ধুবক মনে কার তবে 
70, 9) ফাংশনাটি একটিমান্র চল 2 এর ফাংশন, তাহলে এই ফাংশনকে 2 চলের 
সাপেক্ষে অন্তরকলন করা যেতে পারে । যেহেতু ) কে ধুবক মনে করে অস্তরকলন 
কর৷ হলো, যেহেতু এই ধরণের অন্তরকলনকে আংশিক অন্তরকলন বলা হয়। 


6170, 9) 8 ৫/ 
প্রতীক চিহ্ন 'হসেবে লেখা হয় ০ বাজেটে 2 কিন্তু 26 লেখা 


ুটিপূর্ণ, কারণ রি লিখলে বুঝায় / ফাংশনটি একমাত্র চল 2 এর ফাংশন । তাই 


পাঠকদের আংশিক অস্তরকলনের িহণট অভ্যাসের ফলে আয়ত্ব করা প্রয়োজন । যেহেতু 
কে ধুবক করে রাখা হয়েছে, একচলা বাঁশষ্ট ফাংশনের অন্তরকলজের সংজ্ঞাকে 
লেখ যায় 
9/ (৩2 9) 111) / (৮412 0) (৮ 0) ০6) 
9. /_ ৯০ / 
অনুরূপভাবে যাঁদ ০ কে ধুবক মনে কর! হয় এবং /(, 9) ফাংশনকে » এর সাপেক্ষে 
অস্তরকলন কর৷ হয় তবে পাওয়া যায় 


9/0৮,5) _ 1 /00+10-/29) ০০07) 


6) 7৮0 £ 
8 (বা) এবং ৪ (বা /,) কে যথাক্রমে * সাপেক্ষ এবং ) সাপেক্ষ /0৮,)) এর 


আধংাঁশক বভেদক সহগ বা আংাশক অন্তরকলজ বলা হয় । (1) এবং (1) কে এই 
আংশিক অন্তরকলজ দুইটির সংজ্ঞ। হিসেবে নেওয়। হয় । 


৮70০৮, 7১ 2) এই তিন নিরপেক্ষ চলাবাশষ্ট ফাংশনের ক্ষেত্রে নিম্লাখিত 
তনটি আধাশক অস্তরকলজ পাওয়া ষেতে পারে £__ 


৪১ 2 ॥-৮০0 £ 


84501. 11) / (০৮ )+%, 2) ১ (৩৮, 15 2) 
€) 8) £-৯০ 4 


85875 17) / (5, ৫ 2 4+3) ১ (0 05 2) 
92 92 1৮0 ] 


একাধিক চলাবিশিষ্ট ফাংশন ২৬১ 


উদ্দাহ্ুরুণ 1. যাঁদ 7১৮ 7) »০০৩ + 08, তবে দেখাও ষে 
69 97 
2 ও গর ল্ 2 ঙ 
) 6) ১)? 


০০ 
উত্তর £_ 
0/_.6 (9 ১৪)_ 8 (2) 0 (79 
9 65 রি 4525 (৩ ১ 


- 220+0- 2, যেহেতু ) একটি ধুবক। 


€) সংজ্ঞ৷ অনুসারে অন্যভাবে প্রমাণ করা যেতে পারে 
6 [7য় 1 (785 9) -0 (5১9) 
০১ 7৯০ /? 


এ ]1]]) 


(+%)2 +072- (95 4+ 02) 
// 1? £ 


_1]0 22778 11 (047) 525 
7৯0 / %_৯0 


6/ চে & গ 9 47 
নরায় 8 202 + ২ (95)+ *(00০)-০+2)-2 
রি ( 7). ( ) 80 ) চাট হল ঠা 


পংজ্ঞ। অনুসারে 
৪1 _ 110, 705৮5777140) 75 (5) 
6) & 4 


৯ 


_ 11] ০02 1+(00+ 802 - (5৮2 + 05) 
7/7৯0977777700010177 


_ 11] 210) 15 
/-৯0 1 


০10) 2+7)-2) 


উদাহরণ 2. যাঁদ &-১০+)+ হয়, তবে 0, 2) বন্দুতে 9 রঃ «এর 
সংজ্ঞা লেখ এবং দেখাও যে ইহার মান 4. 
উত্তর £__ 
2401 +/%5 2) - 8019 2) 


9 2 ৷ ১ 
17 ৫৪৫1, 2) জবা রা. / 


টি কলন-াবদ্যা 
261, 2) ০11] রিনি 2 2-258 
/--৮০ 


-০ 110) 


/2 14 
/-৯০ 


৮11] (4+/)-7-4 
/-৯9 


উদ্দাহরণ 3. যাঁদ /(১০ 7)- ০) -2)/%, তবে )%0-2, 1) এর মান 
নর্ণয় কর। 


উত্তর £__ 
0/ (5, )._ রো ও _ 91) 
টানি, এ 212) 
৫ 1 )-6 2 


চি 9. 27) ৮.১ 
রর 4), [ "** 2 একটি ধুবক ] 


--৮৪3)১ _ 4 

হু 35620)2 _ 40) 
[20%2)]..৯%6-2,1)-30-2)%05-4-1-8, 
9৮ (25 8) নি 


ভদ্দাহরণ এ. যাঁদ /(৮, ৮) +৮১), 
(0, 


(১07) ০5 (9, 0) 
(৮, 9) - (0, 0) 
তবে দেখাও যে 


/(০, ০)/৫০, ০)-০ 
উত্তর ঃ-এবুপু অজ্কগুলতে ৪০০১) ব। 3৮১) নির্শর করে ৯.0 


750 প্রাতিস্থাপ্পান থেকে প্রকৃত ফল নাও পাওয়া যেতে পারে, সুতরাং সংজ্ঞ। থেকে 
_ সমাধান করাই বাঞ্চনীয় । 


এখানে /,৫, 0)- 2 /00+%, 7 (0, এ 


_ 187৮, ০)-/৫০,0) 
17৯09171777 


যখন (১৮, 7/) ল্ (0, 0) অর্থাৎ একযোগে ১5750 এবং 7709, তখন 


একাধিক চলাবাঁশষ্ট ফাংশন ২৬৩ 
] (১ ))-৮5)/105 ++) 7 সুতরাং 70, ০0)-/.0/0%5 +0৯)-*09$ আবার 
760, ০)-০. 


111 0-0. 111) 
/ (0১০0) » %৯০ নি 0-0 


পুনরায় /% (0, রা 760, £) চি ০)- 110) ০-০-]) ০০ 


/৮ (0, 0)-/ ৪ ্ 0)-9 
মন্তব্য £ (0, 0) বিন্দু ব্যতীত অন্য কোন বিন্দুতে এই ফাংশনের আবংাশক 
অন্তরকলজ ননর্ণয় করতে হলে ৪৮১) বা 94৪০) শনর্ণর করে 2 এবং ) 


এর মান বসানো যেতে পারে; কারণ (0, 0) বন্দু ব্যতীত অন্য বিন্দুতে 
70৮, 07) ৮07/9৮+0)2), 


অনুশীলনী £_ 
1. যাঁদ ৮-০-৮/% হয় তবে দেখাও যে 
01 4 
5 ৮8-2216 
0. 7) 
011 রি ৃ 
এবং 22 
১৪) 7 
0% 0 ৪ ণী 
লক্ষ্য কর % 8.+ ভি অর্থাং এই আংাঁশক অন্তরকল সমীকরণের 
একটি বশেষ বীজ ০51%. 
2, যাঁদ &- ০০৩7 তবে দেখাও যে 86985) ৪৮-0. 
রঃ ০0% ০) 
02. 02 
৬ 2 জল শা ২০] ০৯ 
3. যাঁদ 0095 (:€+ 7), তবে দেখাও যে নত 
পু 02 92 
হল ২০] ২ শা মু). 
4. যাঁদ 2- 0095 %), ওবে দেখা যে ৪+- 6) 


5. যাঁদ 2.1 +++ +%ি যেখানে 72 0227১ ফাংশনগুল 
টি 1 ও তিনটি নিরপেক্ষ চলের ফাংশন, তবে দেখাও ষে 


2%. 075 + 94 +৪- 
6% 9০ *৪% মুল রি 


২৬৪ কলন-বিদ্যা 
6% ০0. 70495. +...07% 


6) ৪) 5 6) 
84761 ,09/. 6 
চি 82482 ++ 85. 


6. বাঁদ % এবং ৮ ফাংশন দুইটি %, 9 নিরপেক্ষ চলের ফাংশন হয়, তবে 
দেখাও যে 


9 767 2] 
টি (৮) 7 & ৪) 1+0 রর 


৪. 9৮ 8% 
৬ (৮৮) ৮ & 0৮ 1+0%. 
86৯ ৮5)527 


7. যাঁদ & এবং ৮ ফাংশন দুইটি ০, 9 নিরপেক্ষ চলের ফাংশন হয়, তবে 
দেখাও যে 


7 

(৪ | ০9% 9% 

921৮1 777৮5. 

86%_7; 6৮ 

22) 84৪) 
০9)1৮ 1৫ 


৪. যাঁদ %, » এর একটি ফাংশন এবং ৮, ০ ও ) নিরপেক্ষ চলের ফাংশন হয়, 
তবে দেখাও যে 
0 
0. 
৫4 . 8 
2 2) 


9 (_৮. 
৪৯) 
9 
8১৮) 


বিশেষ উদ্দাহুরণ ঃ যাঁদ -০-7 0988 এবং )-7 5176 হয় তবে 


3 এবং 85 নির্ণয় কর। নিম্নীলাখত সমতার সত্যতা পরীক্ষা কর £_ 
8১. 91 _] 
9%+ 6 


2 রঃ 
উত্তর £_যাঁদ 7” এবং 6-কে নিরপেক্ষ চল মনে কার এবং :-7 ০093 9 কে? 
সাপেক্ষ আংশিক অন্তরকলন কার, তবে পাই 


8 ৮০০59; [ 9 কে ধুবক মনে করে ] 


একাধিক চলাবাশিষ্ট ফাংশন ২৬৫ 


9 চিহটি স্পষ্ট নয়, কারণ িহটির সাহায্যে বুঝা যায় % নিরপেক্ষ চলসমূহের একটি, 


কিন্তু অপর চল কি তা স্পষ্ট নয়। অপর চলটি স্পষ্$ না হলে % সাপেক্ষ আংশক 
অন্তরকলনের সময় কোন চলকে ধুবক মনে করা হবে 2 
এখন ৮%-1 ০959 এবং -1 91 9 থেকে পাই 


17 (205 +072)218 7৪. 19০- (১) 


2 009 6 
॥ 
9০ . 87 - ০95১5 6. 
সুতরাং 2 ০০9১: 7 | 
০9 . 067 
07 ০ রি 
অতএব 92 টি 3, ইহার কারণ টু এবং? 3 নির্ণয় করার সময় বাভন্ন 


চলকে ধুবক মনে করে আংশিক অন্তরকলন কর৷ হচ্ছে। 


9.03 আংশিক অন্তরকলনের সহিত ফাংশনের অবিচ্ছিন্নতার জল্পর্ক £ 

একচলাবাশষ্ট ফাংশনের ক্ষেত্রে আমরা জান যে, কোন বিন্দুভে অন্তরকলজের 
আস্তত্ব ফাংশনের সেই 'বন্দুতে আঁবাচ্ছন্নতা নির্দেশ করে । কিন্তু একাঁধক চলাবাঁশষ্ট 
ফাংশনের ক্ষেত্রে ফাংশনের সব কয়াটি আংঁশক অন্তরকলজের আস্তত্ব ফাংশনের 
আবাচ্ছন্নতা ?নর্দেশ করে না, ইহার কারণ আংাঁশক অন্তরকলক্লের সময় এক একবারে 
একটি চলকে ধ্ুবক মনে কর! হয়েছে । 


উদাহরণ 'হসাবে মনে করি 
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২৬৬ | কলন-বিদ্যা 


এবং 07০৮ 250- +7/৭)- 2) * 29), 





ভিটা উঠ বদির 
2 _ 393 
2 ১১ +08520 


পুনরায় যখন 42 + 7750 অর্থাৎ ০-0 এবং )-০, তখন 


1500, ০)-)চা) ৫০0)7 7:00, 0). লিট 


এবং 4 ৫0, 0) -1470)-/60, 1) / ০ 


অতএব /(€%, 7) ফাংশনের সকল রে (এমন ক (09, 0) বন্দুতেও ) 
দুইটি আংঁশক অন্তরকলঙজের আন্তত্ব আছে । কিন্তু দেখ! যাবে যে /0 7) এর 
আংাশক অন্তরকলজ দুইটির আস্তত্ব থাকা সত্তেও /(, 9) ফাংশনটি 7-% সম্রতলের 
সকল 'বন্দুতে আঁবাচ্ছন্ত নয় । প্রকৃতপক্ষে (০, )) ফাংশনটি (0, 0) বন্দু ব্যতীত 
সবন্ত আঁবাচ্ছন্ন । কারণ আমরা দেখি 

11177 111] 21717022277 
৮১১9০0১40৮১) ৮৯0 ৮1 +85)7 [8 

সুতরাং সীমা 7; এর বাভল্ন মানের জন্য 'বাভন্ন অর্থাৎ 
রি এ 0) 1৮ ৮) এই দ্বিসীমার আস্তত্ব নাই । অতএব 70২, 9) ফাংশনটি 
(0, 0) বিন্দুতে আঁবাচ্ছন্ন নয়, যাঁদও/, 9) ফাংশনাঁটি (0, 0) বিন্দুতে সংজ্জিত | 

উপরোন্ত উদাহরণ থেকে সহজেই প্রতীয়মান হয় যে ফাংশনের আংাঁশক অন্তর- 
কলজগ্ীলর আস্তত্বের সাহত আরও কিছু সর্তের প্রয়োজন যার দ্বারা ফাংশনের 
আঁবাচ্ছি্তার 'নর্দেশ পাওয়। যেতে পারে । এই আলোচনার জন্য 'নম্নীলীখত 
উপপাদ্যের অবতারণা কর হলো : 


উপপণস্ 1. যাঁদ একটি ফাংশন 7(১,)), %-% সমতলের একটি অণুল 
1২-এ সধাজ্ঞত হয় এবং এ অণ্ুলে / ও 1 এর আন্তত্ব থাকে এবং /5 ও )% 
&ঁ অণ্চলে সপ্রান্ত হয়, তবে 7(%. )) ফাংশনটি £& অণ্চলে আবাচ্ছন্ন হবে । 
প্রমাণ  * 

মনে কর £& অন্চলে (৫, &) এবং ৫৫+/%, ৮+) দুইটি বন্দু এবং / ও 
এমন ছোট ধরা হলো ষে এ দুটি বিন্দুর সংযোজক সরলরেখা সম্পূর্ণভাবে £₹ অঞ্চলে ' 
অবাঁস্থত "থাকে । 


একাধক চলাবাশষ্ট ফাংশন ২৬৭ 
এখন 
7006 +7, ৮ +17) 7706, ৪) 

[6৫74 &৪+1)-/0৫, +1) ]17+170৫, ৪+/)-7 ৫৫, &)] ০০০০৭ (1) 
যেহেতু /5৮ ও /%, €ি অণ্চলে সপ্রান্ত, সেহেতু ০2 ও১/গ% সান্ত এবং 10, ০) 
ফাংশনটি যে কোন একটি চল (৮, বা )) সাপেক্ষে আঁবাচ্ছন্ন । অতএব মধ্যমমান 
উপপাদোর সাহায্যে পাই 

162 +%, 94) _ 7 (৫, 9) 
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এ 1407 (2401, 0+/0 | 41108 (6, %+ 9/) | 
€ 1401/1 7181) 
যেহেতু / এবং £ কে যথেচ্ছ ছোট ধরা যেতে পারে, সেহেতু মনে করতে পারি 
| % 1 +101 4 6/71 
|102+ 119 ৮ +1/0) 71704, &) | এ, 
সুতরাং /(-:, 7) ফাংশনাঁট £ অঞ্চলের যে কোন (৫, 6) বন্দুতে আঁবাচ্ছন্ন । 


9.04 আংশিক ব্রমিক অন্তরকলন। 

10,)) ফাংশনের আংশক অন্তরকলজ দুইটি সাধারণভাবে দুই চলাবাশিষ্ট 
ফাংশন ; সুতরাং অন্তরকলজের আবার আংাঁশক অন্তরকলন কর। যেতে পারে । প্রতীক 
চিহ্ক 'হসাবে লেখা হয় 


0. 021 .__ 
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0: 6. 
ধানে 
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৪১/০-০১৪৮৯/** লক্ষ্য করতে হবে, যেমন /2-) 
9 021 _ (লক্ষ্য কর /%% ) 
এবং ৪৮ 676)৯৮ ক 


২৬৮ | কলন-াবদ্য। 


এইভাবে আরও উচ্চপধ্যায়ের আংশক অন্তরকলন করা যেতে পারে । যেমন 


৪-/... 9 01_ 
695 (8) % নি 


9 
্ 05. ১] 7৯০৪ 
9) 9), 19)7 9 


৪ ও (9) 2০ 
০676১ 9১6) 97 2245 
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উদ্বাহুরণ 1 যাঁদ %- 106 ২/১০০ +7/০) হয়, তবে দেখাও ষে 
2 
09:& 93 ৫.0 
255 075 
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0৮. 2. 8& )/ 





এখানে ৪০৮০৪ ছে 0) 6) 9৪47৮ 

0%_91| ৮. পরি +1/)- 2১8 _ _ (%৪-0৭) 
02৮ ৪ (৪+)5)5 08402), 

নং. 858 (6505) 
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8-%+ 9242 
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উদাহরণ 2 যাঁদ 





1০, )- সি 5 ২), যখন ৮৮, 9)৯৫০, 0) 
এবং 7609, 0) ০, 
দেখাও যে 
12%(0, 0)7-2/%00১ 0). 
সমাধান £ 
এখানে জক্ষ্য কার 
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টা 79 0) - 2১6৮০ 0) 


একাধিক চলাবাশষ্ট ফাংশন ২৬৯ 


সুতরাং /(0, )), /%০৮, 0), (0, 0), /(0, 0) নারি মান নির্ণয় করতে 
হবে। 
এখন (১৮ ))৮% 00, 0) হলে আমরা দোঁখ 


)% (9, ))- ০0182 7358+0825 ] 
(962 + 08) 


1 (৮০) নি ঠা -টচা] 


2 1075 (০ +7/2)2 
12(0, ০). 9, 0০৪৮০) 
এবং 7%€%, 0) _%, (৮০), 


7(0,০)- এ বি 0) বি 9) ৬ 0-0 
১০-৯9 ০ ৮-৯9 


এবং 7১00, 0)- রে টা 7)- ০ 9) 110) 0-0.110 ০.০ 
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সুতরাং আমরা পাই 
2. 


৩ 


3... ৯০ 


ফি ০)৯2/%(০, ০) 


উদ্ধাহরুণ 3 যাঁদ 70, ৫ রর চর" (০৩, 77400, 0), দেখাও ষে 


(1) ০7 +77%- 2 
(11) ০2/০ + 25007 + 7৯ - 2 
(1) এখানে 





)হি 26505 +22)-2 + ৮) ২০৮ +0)8)-5 

৮ 276)74(052 +0/9)- 9 
অনুর্পভাবে 
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টি 299 )0+ 82) _ 
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২৭০ 


কলন-বিদ্যা। 
€11) "৮ 200 +2%--2) 
উম +০৯)- ৪৫29) 
অথবা নে ++) চপ (1) 


পুনরায় 9 ১ 0. +27/) - উঠ ) 


অথব। রে টি +7%% চট (2) 
(1) কে “ দ্বার৷ গুণ করে এবং (2) » দ্বার গুণ করে পরে দুইটি গুণফলকে যোগ করে 
(যখন (১৮, 00720 তখন 18৮ -1%* লক্ষ্য করে) পাওয়া যায় 
2058 270) % শ-075194 ৮502 +7))ি 2" 
উদ্দাহুরণ 4 যাদ --/(-০)+£(০+ ৫7) হয়, যেখানে / এবং ৪ দুইটি অবাধ 
(21511721) ফাংশন এবং ৫ একটি ধুবক, তবে দেখাও যে 

9252. 1 . 052 

09265 ৫5 945" 
সমাধান ৪ মনে রা 24720 -0%? রত 


এখন ৯০-([/)+8৮)1-09) 9% +8'৮)৪% 


-/ (4)+ 80৮); ৃ / (4) 14 ইত্যাদ ] 


* 2 ছে 9) 0 এ+ ৪1092 এলি (৮780৮) 


পুনরার 32 9 [/0)+801-/1৫924+ 8৮)9৮ 


রি -% (4)+68 0৮) 
22-(-০%৬)+০)*৪) 


রঃ রি রি মি বি 
9,035 15565 উ) এবং [505 5) এর সমতা সম্পকায় উপপাস্ত 
উপপাস্ত 2 (শোয়ার্জের উপপাদ্য ) £ 
যাঁদ 15, 1% 15 ফাংশনগ্ুীল (০, 7) বন্দুর কোন অঞ্চলে সংঁজ্ঞিত হয় এবং 
যাঁদ (৫ 9) 'বন্দুতে //০ আঁবাচ্ছন্ন হয় তবে /2% এর অস্তিত্ব থাকবে এবং 2৮৫ 9) 
»০09 (0১ 2০), 


একাধক চলাবাশষ্ট ফাংশন ২৭১ 


প্রমাণ ঃ মনে কার 
(৩) - (১, 4170) ০0, 9), 
যেখানে % একটি চল, কিন্তু 7 কে এখানে প্রমান্র। (92191775161) মনে করা হলো । 
সুতরাং মধ্যমমান উপপাদ্ের সাহায্যে পাই 
90১7 /)- 905) 70 + 9%),. 0 € 6 € ] (6) 


এখন %(%) এর সংজ্ঞা থেকে পাই 

% (১০) -/(০০ 9+/)-/50 ০) (11) 
এখন (11) থেকে পাই 

/. 90৮4 6/)- 11750 7 8, )) + 40 7104 6/, ))1 
এখন উপপাদ্যের প্রকষ্প অনুযায়ী /৮৮ এর আস্তত্ব আছে, সুতরাং পুনরায় মধ্যমান 
উপপাদ্যের সাহায্যে দৌখ 

1 (০74 8/)-////5 (০০+9/,)+ 91), 0 এ % 7011) 
অতএব (1) এবং (111) থেকে পাই 

90১ 2 _ 90) 7 /%150%2(5+ 9, 77 94) ০:0৮) 


11] 


1৯০ 6৮৯) নী 6. )+ 040 (৬) 


এখন %0) এর সংজ্ঞ৷ থেকে দেখ যায় 


]]]) (১৬77) 11] 10৮72, 07 8)-1709+%, 7) 
707777৮7৯00 707 


--/%/ (2৫4 /7, 0) 


111) %(5০). 111) / (5, ১ ) _১/ (20, 0) 
এখন £-0 77-14-৯012 


»7১(9%, 7) 
অতএব (৮) থেকে পাওয়। যায় 
190০৮ + 7, ))-79(০ 9) 110119509৮4 84, ))+ 910) 
/৯0 





অর্থাৎ 


00 সি+7১9) 7৮ 7) ০910 1177050+9%, 7490... (৬) 


যেহেতু /505, ১) ক (%,9) বন্দুতে আঁবাচ্ছন্ন, সেহেতু ডানাঁদকের পুনরাবৃত্ত 


২৭২ কলন-বিদ্য। 


সীমার আস্তত্ব থাকবে এবং এই পুনরাবৃত্ত সীমা হবে 1৮৫, )), তাহলে (৬1) এর 
বামাঁদকের সীমার আস্তত্ব থাকবে এবং 
টি কি হি2 7) ০০09 (90 ))) 


1596 ))) -19০(১০, 9). 


9.06 সাধারণ দ্িক-নির্দেশক অন্তরকলজ 

পূর্বেই আলোচন৷ কর! হয়েছে ./%, )) ফাংশনের দুইটি আংশিক অন্তরকলজ 7 
এবং/% যথাক্রমে 4%- ও ৮-অক্ষরেখার দিকে ফাংশনের পারবতনের হার নির্ধারণ করে । 
সুতরাং এই দুই 1বশেষ দক-নির্দেশক অন্তরকলজ "চন্তা না করে সাধারণভাবে যে কোন 
দক-নর্দেশক অন্তরকলজের ধারণ। করা যেতে পারে। 

মনে কার 7৫, 9) ফাংশন (৪, £) বিন্দুর কোন অণ্চলে সংাঁজ্ঞত । এখন মনে 
কাঁর (৫+/, 9+-/) বিন্দুটি যখন (৫, &) বিন্দুর আভমুখী তখন (৫+/%, &+10 
বন্দুগল 7 - & _ (0০ (০9) সরলরেখার উপর অবাস্থৃত 1 

(6 +/0 -0-127 «(6 4+/- 2) 
অথব। /-/ [00 ৭ 
সুতরাং লেখ যায় 
/1-5 0 005 ৮১: 40750 511 «. 
| রঃ _ ৯/৫/2 + 42) 

এখন লক্ষ্য কার যখন (৫+%. ৮+ 1) বন্দুটি )- ৮7 6817 € (9 -4) সরলরেখা- 
পথে (৫, &) বিন্দুব আভমুখী তখন (৯০. যেখানে ৫৫, ৮) থেকে (6+1, ০৮+1) 
বিন্দুর দূরত্ব ০ (মনে রাখ। উাঁচত যে / এবং £ নিরপেক্ষভাবে শূন্যের আভমুখী নয়)। 
111) 5 0095১ *» ৮+1 911) «)-/(6, £) 
?- ? 
তবে এই সীমাকে 79, %) ফাংশনের « দিকের অন্তরকলজ বল। হয়। প্রতীক "চন 
1হসাবে লেখ হয় 


75/%, &)- 110014712০০ -4:658 88-20-7404. ) 


সুতরাং 70১, %) ফাংশনের (০৫, 9) বিন্দুতে « দিকের অস্তরকলজ বলতে বুঝায় 


10570, 0) ০803040১2০5 রর টে 511) ০) 7 (০৮, 0) 


এখন -এর যাঁদ আস্তত্ব থাকে 


যেখানে /. */(%৪ +)2). 


একাধিক চলাঁবশিষ্ত ফাংশন ২৭৩ 


ভেক্তুর (৮৪০০1) চিত্রের সাহায্যে লেখা যায় 
1) (55 0) 7 /10%+৮0)75. 64), 
ঢি 9 


যেখানে 4.7 (96501) এবং (0) ৮ (0099 *০১ 5110 ৮) ১ 
অর্থাৎ ষাঁদ ? একটি এমন দিক হয় যার দিক-কোসাইনসমূহ (10900013-005179) 
(/, %) যেখানে /- ০০5 * এবং 77-০095১ (দ্র /2-*), তবে এর্প 'দিকের 
(০৮, 9) বন্দুতে /0৮, 7) ফাংশনের অন্তরকলজকে 799702, )) বা! 
24171 এর দ্বারা স্চিত করা হয় । 

উপরোক্ত ধারণাটি [তন নিরপেক্ষ চলাবাঁশষ্ট ফাংশনের ক্ষেত্রে সহজেই প্রযোজ্য । 
যথা_াঁদ ৭ একটি এমন দক হয় যার দিক-কোসাইনসমূহ (1, 7, 7), যেখানে 
12 1177 4778 - |, তবে এর্প দিকের (০ 9) বিন্দুতে (9, 7” 2) ফাংশনের 


অন্তরকলজকে 1) 7(%, %, 2) বা 9/০১০০) এর দ্বারা সূচিত করা হয় এবং 


এ টাকি 7090), 


0217 (5৮, 0 2)" রর 
যেখানে 47 0৮, 0), 2), 2 চিনির 
এবং 0) - (/, 777, 7), 12471517971]. 
উদ্বাহরণ হ যাঁদ 70৮, )) - যাঁদ % 52 0 


০ 
₹0 » যাঁদ 2-0 
তবে দেখাও যে 7(0%, )) ফাংশনের ষে কোন 'দকের অন্তরকলজ (০, 0) বিন্দুতে 
বর্তমান, 'কন্তু /(৮, 7) ফাংশনটি 00, 0) বিন্দুতে আবাচ্ছন্ন নয়। 
সমাধান £ মনে কার ৭ একটি ষে কোন দক যাল্প দক-কোসাইনসমূহ (1, 7%)। 


০09 2 / 
1720 17742 
চি £ +1927774 
9? রব 
৮0, যাঁদ /- 0 


৯৮ 


২৭৪ কলন-বদ্যা 


সুতরাং (0, 0) বন্দুতে / (৮, 7) ফাংশনের যে কোন 'দকের অস্তরকলজের 
আস্তত্ব আছে । 


অন্যাদকে লক্ষ্য কর! যায় 





112 
টে 


117) 
(৮ )-৮60, ০) 40৮ ০)-7%8757, 


১০710) 
সীমাটি £ এর 'বাভন্ন মানের জন্য বিভিন্ন বলে দ্বিপীমার আস্তত্ব নাই এবং 
] ০৮ 9) ফাংশন (০, ০) বিন্দুতে বিচ্ছিন্ন । 


মন্তব্য ১ 705০ 7) ফাংশনের সব দিকের অন্তরকলজের আস্তত্ব থাক! সত্বেও 
ফাংশনটি আঁবাচ্ছন্ন নাও হতে পারে। 


9.07 বনুচলবিশিষ্ট কাংশনের অন্তরকল £ 

একচলাবশিষ্ট ফাংশনের ক্ষেত্রে লক্ষ্য কর৷ হয়েছে যে ফাংশনের অস্তরকলজের 
আস্তত্ব এবং ফাংশনের অস্তরকলের আস্তত্ব সমতুল্য । অর্থাৎ অন্তরকলজের আস্তত্বই 
ফাংশনের অস্তরকলের আস্তত্বের আবশ্যকীয় ও পধ্যাপ্ত সর্ত। কিন্তু ফাংশনের ধারণার 
যখন প্রসারণ হয় অর্থাৎ: যখন বহুচলাবাঁশষ্ট ফাংশনের ধারণ। কল্প হয় তখন অন্তর- 
কলজের এর্প ধর্ম বজায় থাকে না। ব্থুচলাবাশষ্ট ফাংশনের ক্ষেত্রে সব দিকের 
অন্তরকাজের আস্তত্ব ফাংশনের অস্তরকলের আস্তত্বের আবশ্যকীয় সর্ত, অথচ সব দিকের 
অন্তররকলজেয় আস্তত্ব ষ্াংশনের অস্তরকলের আস্তত্ব নির্দেশ করে না । এই অনুচ্ছেদে 
বহুচলাবিশিষ্ট ফাংশনের অস্তরকল সম্বন্ধে আলোচনা করা হবে। 


মনে কার /(%, )) ফাংশনটি এমন যে (9 )) বিন্দুতে এবং/% এর আস্তত্ব 
আছে ; মনে কার (%, )) বিন্দুর কোন এক অঞ্চলে অন্তত যে কোন একাঁটি আংাশক 
অন্তরকলজের আস্তত্ব আছে এবং এ আংশিক অন্তরকলজ এ অঞ্চলে আঁবাচ্ছন্ন । 


তাহলে ধরা যেতে পারে )%ি, (০৮) এর কোন অঞ্চলে বর্তমান এবং আঁবাঁচ্ছন্ন । 
এখন মধ্যমমান উপপাদ্য অনুসারে পাওয়৷ যায় 


1) /0+১+7)-/১১+7)-89056১+9, ০৪1 


আমরা জান 
11] 705 1 + 8) 7 (৮, 0) ৬7 
/-৯০ 1 ৪ 


একাধিক চলাবাঁশষ্ট ফাংশন ২৭৫ 


অতএব 
2) (০5 0110) 7095 0) - 10 + 4০০, 
যেখানে ০-৯০, যখন /-০. 


1) এবং 2) থেকে পাওয়। যায় 


3) 1/৮+%, ১+7)-70 ৯)-% ৩/0+০৯১+) +1/ ৯1০ 


যেহেতু 7ি ফাংশন (০, ১) বিন্দুতে আঁবাচ্ছন্ন, সেহেতু আমর৷ পাই 
4) 9.705৫ ১ )7+70 কত 


যেখানে ৮, %£ এবং % এর একটি ফাংশন এবং % ও / এর সাথে / শূন্যের 
আভমুখী । 
অতএব 3) এবং 4) থেকে দোঁখ 
১ _/ (5০৮1, 2414) 70, ০) 
১) ৮1101 /70 +1009 4 1, 
যেখানে £ ও / এর সাথে ৮০ ও ০ শূন্যের আভিমুখী । তাহলে আমরা উপরোক্ত 
আলোচনার ফলকে 'নম্নালাখত উপপাদ্যের সাহায্যে প্রকাশ করতে পার : 


উপপান্ভ 3. যাঁদ / (০৮ 9) ফাংশনটি এমন হয় যে (৫, ০) বিন্দুতে 7 ও) 
এর আস্তত্ব আছে এবং (৮, 9) ীবন্দুর কোন এক অণুলে অন্তত একটি আংাঁশক 
অন্তরকলজ বর্তমান এবং আঁবাচ্ছন্ন, তবে 

£১/ ৯(+ 15 04197 405 ০১71 4127 +1/244০, 
যেখানে ৪ এবং ০ উভয়েই শূন্যের অভিমুখী যখন / ও / নিরপেক্ষভাবে শূন্যের 


আভমুখী । 


অজ্ঞকরকলের সংজ্ঞা একট ফাংশন /0৮,)) কোন অণুল 4 এর 

সকল 'বন্দুতে সংাজ্অত হলে এ অণ্চলের (০, 7) 'বন্দুতে অন্তরকলনীয় হবে যাঁদ 

(০ ০) এর এমন একাট অঞ্চল থাকে যেখানে (৮+/%০+1) যেকোন বিন্দুতে 
704+ | 9+1) কে নিশ্ীলাখতভাবে প্রকাশ কর৷ যায় 

0৮+7, )+10-7710%, ))+:4/+8+107%+ ০1 02701) 

যেখানে 4 এবং ৪, £ ও / এর উপর শনর্ভরশীল নয় এবং ০৩০, ॥£?ও/ এর 


সাথে শূন্যের আভমুখী | 


২৭৬ কলন-বিদ্যা 
অন্তরকলনীয়তার সংজ্ঞা থেকে দেখ যায় যে যাঁদ %- 0 হয়, তবে 
70474, )-/09 14 (%৮50) 


যেখানে £ এর উপর 4 নিভরশীল নয় এবং ০-৯০ যখন ॥- ৯০. 
11] 70211) 0) 7705, 9) 4 
/-৯9 1. 


অর্থাৎ 447 


অনুরূপভাবে যাঁদ /-0 হয়, তাহলে দেখানো যেতে পারে ৪ -7%. 
সুতরাং (1)কে লেখা যেতে পারে 
/ (৮4, 0 + 10) ৮ (১০১) +%5 ৯19 +%০1+ভে 70) 


যখন (1) অথবা (2) সিদ্ধ হয়, তখন বল৷ হয় /0%, )) ফাংশনাটি সম্পূর্ণভাবে 
অন্তরকলন যোগ্য (91211 ৫176750118016) ৷ //2+17% কে বলা হয় জন্পুর্ণ 
অন্তরকল বা অন্তরকল (0191 01761616121] বা 01516506091) এবং প্রতীক, 
চিহ, হসাবে লেখা হয় 

৫ /1 419 ১85) 
মন্তব্য £ (1) উপপাদ্য 3 এর প্রকষ্প অনুষ!ফ়ী স্পষ্টত প্রতীয়মান হয় যে, কোন 


ফাংশন /(০৮, )) উপপাদ্য 3 এর সর্তগুল 1সদ্ধ করলে /, )) 
ফাংশনাট (5, 7) বিন্দুতে অস্তরকলনীয় হবে । 


(11) তিনচলাবাশকষ্ট ফাংশনের ক্ষেত্রে (3) এর প্রকাশ নিম্নরূপ £ 
1710 +10% 17215 
(01) ॥ কে ১০ এবং£ কে £১ লিখলে (3) থেকে পাওয়া যায় 
2/-125 * /১১০+7% " 4১০) 
এখন মনে কার /0৮, ৮) -% ; তাহলে 4 - 1, /%-0 
-৫০- 1  £১-০+০ * 4১০) 
অনুর্পভাবে যাঁদ /(%, ))-) মনে কার, তবে ০- ৫)-%১) 
' সুতরাং 817 15৫41 15৫ 6) 
(৮) তিনচলাঁবাশষ্ট ফাংশনের ক্ষেত্রে 4) এর প্রকাশ নিশ্নরূপ 
০1৮27 +492) 41522 *** €5) 


একাধিক চলাবাঁশষ্ট ফাংশন ২৭৭ 
উদাহরণ £ যাঁদ /-০৪৮*+* ৪192 হয় তবে ০7 নির্ণয় কর। 


£ ্ ৪টি 
এখানে নি 2৫71 72০ 2 9110 22 
0৬ 


০07 _ ০3 17/2 


» 21 911] 22 
০), 


671 এগ |. 193 রর 71 12. ২ 
8৪ 1571. 2 810 2 0093 22 ৫০34০) 5117] 22 


রী ০7 7.9 7 87 
৮১7 ১-2১:+ 5১-9)+ ৩১ এ 
্ 05 €) 92 রা 
সদ 27702551022 2 + 2)) 81182 2)7 4 91122 22) 


উদ্দাহরণ 2 যাঁদ /(%, 9)- ৪৮৭) হয়, তবে 71:05, 0:97) এর আসন্ন মান 
নির্ণয় কর। 
উত্তর £ 
মনে কর -- ০ + ১০, 9-০/০+ ১); এখন £১০ এবং £১) যাঁদ যথেচ্ছ- 
ভাবে ছোট হয় তবে আসন্ন মান 'হসাবে পাওয়৷ যায় 
/0১ 0) 710০০ )0) -€2০০৯ )9)৬০ +7/(১০১ ০)/১০, 
মনে কর -০ ৮ 1, 7/9 1, £১০- 0:05, /১)/- -0-093 ; তাহলে 
7 (১6০, 9/০)-৪, 
/(৯০, 7০)» 26 


92, 7/9) ৪. 
16105, 097) - 2 + 2900-05)+ ০€(- 0:03) 
৮ 10762. 291 (আসন্ন মান) 


উপপান্ত 4 যাঁদ /0৮,7) ফাংশনটি &,)) বিন্দুতে অন্তরকলনযোগ্য হয়, তবে 
/(0০ 9) ফাংশন (৮, ০) বিন্দুতে আবিচ্ছিন্ন হবে। 
প্রমাণ £ 

যেহেতু /%, )) ফাংশনাঁটি (৮, 0) বিন্দুতে অন্তরকলনীয়, সেহেতু আমর। জান 


£১/_) 0৮47 %, 04) 790০০ ০) 
-/11 110 + 7০ + 100, 


২৭৮ কলন-াবদ্য। 
যেখানে ০, ০-*০ যখন /, /-৯০. 
এখন 1110 /-0, 117) 10/৮-*0 
/-৯0 


£-৯0 
উপরভ্তু |) 7০0, 11 1০-0 
/-৯0 /-৯0 
11]: £৯/- 0 
/) /-৯9 
অর্থাৎ 117) :1/0+1/, 774) 770, 01৮0 
1) 1০৯0 
অর্থাৎ 117) ও )+10-1%, 0) 
1) 10৯ 


অতএব 1), ্ ফাংশন (০, ))) 'বন্দুতে আঁাচ্ছন্ন । 


উপপাদ্ভ 5 যাঁদ 7, )) ফাংশনটি (৮,)) 'বন্দুতে অন্তরকলনীয় হয়, তবে (+,7) 
বন্দুতে /(৮, 9) ফাংশনের যে কোন 'দকের অন্তরকলজের আস্ত 
থাকবে । 


গ্রমাণ £ 
যেহেতু 4/(-৩ 7) ফাংশন (০, 9) বিন্দুতে অন্তরকলনীয়, আমরা জান 
/১/৯৮+%, ০+10 709) 0 
,. 1094 10% +/61 1/52 "১ (11) 
যেখানে €2; €১-৯০ যখন ॥, /-৮0 
এখন (1) থেকে দেখা যায় 
(11) /0 ++ 8) 710৮, 9)-7 1 +/0% + ০, ০ ২1৫: 402), 
যেখানে «0 যখম (০৮০ 
কারণ 
|/0৮+%, 0710 -/0৮ 0) 71 40917 1 57465 | 
€ 1] 5 | /৫/2 442), 
যেখানে €হ- 15171 55 | 
মনে করা ফাঁক (০+/, 771) বিন্দুি 2৮0) - (৪1 ০ (%-5) সরলরেখার 
উপর দিয়ে (, 7) এর আঁভমুখী । তাহলে 
/-০ 0099 4০, 7০-9 911) এ 
এবং ০১০ যখন ॥, 7০. 


একাধিক চলাবাঁশষ্ট ফাংশন ২৭৯ 


(11) থেকে পাওয়। যায় 
104, ))+10 709৮, 9) »০৫/, ০০3 ৮11 511 ০০16) 


অথবা 10১41, 77410) 79075 ))) 


রি ০) 0099 ৭ +)% 511) ৭০47 € 


1110 00৮1 ,0/+4)- 70৮, ০৮, ))) 


শি »/% 095 ০০170 911 *. 


অথবা 19210, 7) 754 ০০3 * +7 9110 ৭ (111) 


যেহেতু /%, )) ফাংশনাঁট অন্তরকলনীয়, 7 ও % এর আস্তত্ব আছে। সুতরাং 
যখনই /(০, )) ফাংশনাঁট অন্তরকলনীয় তখনই (11) থেকে স্পষ্টতই দেখা যায় যে 
1010, )) এর অস্তিত্ব থাকবে । 


মন্তব্য 2 অ৭%পভাবে দেখানো যেতে পারে যে যাঁদ /(, 0, 2) ফাংশনাটি (৮১), 2) 
বন্দুতে অন্তরকলনীয় হয় তবে এ বিন্দুতে (০৮, ), 2) ফাংশনের যে কোন 
দকে (যথা % দিকে যার দিক-কোসাইনসমূহ (/, 7%, %) ) অস্তরকলজ 
ব্মান এবং 

০05 ১ 2) 7 26০ 1 0 + হাত * 


উদ্বাহরণ 2 যাঁদ /--:+)/+ ৫৪ হয়, তবে (1, 1, 1) বিন্দুতে 7, 9 2) 
এর 2+)7+ 3 ভেব্তরের দিকে অন্তরকলজ নির্ণয় কর ! 


সমাধান 2 এখানে 
[ ল্ল -_ ৬ 88 2 
২25 1+ 15135 ৯14 
বির হা জোট 
/] ৯/]14 
7. একি + 770 + 
এখন 105 1005 0১ 2)- ২/14 তি 14, 74 
রি ] 3 
১2-- 2:-ল8 
25/071)7 ৯14 ৯/]4 ৬] 
12 


হায় 


২৮০ কলনশাবঙ্গ্যা 


9.08 (০ ১)-০ সমীকরণ থেকে 3 নির্ণয় £ 


উপপাঞ্ভ € মনে কার 7, % এর একটি আঁবাচ্ছ্ন ফাংশন যেখানে ফাংশন-সম্পরক 
নস্নালাখত সমীকরণ সাহায্যে প্রকাঁশত 
1 (৩০ ))-50. 
(০, 9) বিন্দুর কোন অণ্চলে / ৮১ ১), 750 ১) এবং 0৮, আঁবাচ্ছ্ন এবং 


| . 22). _2(০, 0) 
/8(০, 90550 ; তাহলে রি 


প্রমাণ £ মনেকার 9 চল পরিবার্তত হয়ে ১+ /১% হল, ৮+ £১০ এর 
সঙ্গত ॥ এর মান )+ £১ যেহেতু প্রত্যেক % এর সঙ্গত মান »; এখন ফাংশন- 
সম্মীকরণ থেকে পাওয়া যায় 
7094 ১০ 9+ ১০) -9 
]70১+ /১০%+ ৯০) ০০ ১)- 0 
এখন 10৮4 £১%১ 4 ৯০) (9 9) 


-8 ৯ /4১০+০৫১৯০5৫১১, 
যেখানে ৪:1১ €৪-৯০ ষখন ১১৮ £১০/-০. 


যেহেতু /0৮+ £১০০.১+ £১১) -/(৮, 9)- 0, সেহেতু পাওয়া যায় 
0০ /৬০৫+09 ১)+ «১ /৬০০+ ৪৪ /৬০/-০0 


ঢু 4১7). শার্ট + 5 ॥ 
৫১৬০৮ 10 452 
অতএব 2)» 110) 4১) _ ৩শ্ি 


2) /১০০৯০ ১০ টি 


উদ্দাহরণ $ মনেকর ৪৮-৪*+ 900. 
তাহলে 70, 0) 2% _ 22 + 90 
"১ এরি” 76০15 0৮ ৫৮ 15 
27 ৪০-7 
2 2৮+2 
মন্তব্য ১ উপপাদ্য ০ এর নিয়মে অস্পষ্ট ফাংশন (17101911016 [00001070) এর 
অস্তরকলজ নর্ণয় করা সহজসাধ্য হয়। উপপাদ্য 6 থেকে দেখ। যায় 


একাধিক চলাঁবাঁশিষ্ট ফাংশন ২৮১ 


19%+174/-7-0; এই নিয়মের সামান্টীকরণ করলে পাওয়া যায় যাঁদ 
7092, ১2১ ১ ১%১ ))-*0 সমীকরণে ১ কে 4১ 2১ “৯ এর একটি ফাংশন- 
রূপে সংজ্ঞ। দেয় তবে 


19 52763 115 ১০7৪ নিত 1১৫১০ +1927- 0 রি টু (1) 
এখন ৭৪৮, পুল বে 2562 1 রও চা 070 না পু (2) 


(2) থেকে %/ এর মান (1) তে বসালে এবং 42:55 272১ 1 2:5৮ এর প্রত্যেকের 
সহগ শৃন্যের সঙ্গে সমান করে লিখলে পাওয়৷ যায় 
6 +94/ 29077515528 রি ০: (3) 


০ 


০057 5) 0%+ 
(3) থেকে ) এর আংঁশক অন্তরকলজ পাওয়া সম্ভব হয়, যাঁদও কে 23১ ১১ 
2 গল াষ্ট বা সরাসার ফাংশন (9৯1101 জিরা হসাবে দেখ 
যাচ্ছে না। 


909 ফাংশনের ফাংশন-এর আংশিক অন্তরকলজ ঃ 

মনে করি /(%, ৮) একটি ফাংশন যেখানে ৮. %(, 9) এবং ৮-%(, 9) ১ 
স্পষ্টতই .7 -10%0৮ 9), %(৮, 9) ) ফাংশনটি ০) এর একটি ফাংশন । 

মনে কার /€৮, ৮) কোন অগুল 4 এ সংঁজ্ঞত এবং £৯%(১ 7) ও 
/-74/0%, 7) কোন অগুল 4 এ সংজ্ঞিত। মনে কার 7৫%, ”) এর আধাঁশক 
অন্তরকলজ দুইটি 4 অঞ্চলে বর্তমান এবং অবিচ্ছিন্ন ; £ ও » এর অ"ংাশিক অন্তর- 
কলজসমূহ 4 অণ্টলে বতমান এবং সপ্রান্ত। সুতরাং /, &, ৮ তাদের অঞ্চলে 


আঁবাচ্ছন্ন ৷ 


মনে কার /১/-70%+ £১৮১ ৮4 /১৮) -7€%১ ০), ** *** (1) 
(0১৫4 ৯০ ))+ £৯)) _%(%5 9), তত (2) 
এবং £১৮-/%/(4+ /৬০ 04 £১)) 40০ ১) ইঃ ** (5) 


এখন ৬) [70৮4 £১%, ৮4 ১৮) 770৮, ৮+ /১৮)] 
+ 00, 7 /৬) ১ (&, /)] 
মধ্যমমান উপপাদ্য অনুসারে 
9 9 
/৬ 0 সত ১০৫ ট5৫4+ 652১৫, ৮+£১৮)+ £১৮ "8৮ /0%, ৮+ 652১৮), 


উভয় পক্ষকে /১% (70) দ্বারা ভাগ কাঁরয়া মনে কার /১১-৯০; যেহেতু 


টি কলন-বদ্যা 
4১% ৯৪৪ £৯৮১৪৮ 91 ও ছা 

2278 আঁবাচ্ছন্ন এবং ০৪২ 1, ০-:6% €1» 
আমর৷ পাই 


01 6 . 18:07 ৮. ০, ০ (4) 
9৮ 9 ্ঃ -8% 9১ 


০9/._9/. 9 1: 9৮ 
অঅ র্ুপভাবে ০ ৮০, , রিনি 29 5 
নু 29) 4৫& 6)+ 9৮ 9) (5) 


পুনরায় আমরা জানি 

£১ /--শি ৫১০ ৯০৫১৮ + ২2১৫ ₹ 65১৮ 0 তা (6) 

£১ ৫০ ৫৮4৯০০74১07 7 €৪ ৬০ ৭5 £১০ তত (7) 

/৯ 7 /৮/১৬০৮+ ৮7১১) + €ত ১১৫7৪ /১)) * 2 তত (8) 
যেখানে £১% এবং ১) এর সাথে ৪ঃ গুলি শূন্যের আঁভমুখী । 
(7) এবং (8) থেকে £১% এবং /১৮ এর মান (6) তে বাঁসয়ে (4) এবং (5) এর 
সাহায্যে পাই 

১7/৭০/১৮4১ + 5১7০4 £১) ০ (9) 

এখন /১১০ /১/ এর সাথে € এবং €' শূন্যের আঁভমুখী । অতএব (9) থেকে 

প্রতীয়মান হয় ষে 7 ফাংশনটি % ও ) এর একটি অন্তরকলনীয় ফর্চান। অস্তরকলের 
সংজ্ঞা থেকে দেখা যায় 9 এর রূপায়ণ নিম্রূপ £ 


হা রাহা রা 
07 8৭৮ +9) 2) (10) 


উপরন্তু (6) থেকে পাওয়া বায় 
9/- 3/ 47 +9/ 4 হার ্‌ (11) 


3 91 
লি 244 দা 2 
' (12) 
রঃ ৪ ৫%+ 272) 
০% ০9) 
অস্তব্য ১ (8 (4)-5) এবং (12) নিয়মগুীল মনে রাখ! কর্তব্য । 
(11) যাঁদ ৮-%৫) এবং »- &৫) হয়, তবে (4)-05) এর পারবে 
পাশুয়। ধাবে 


_8:/ 2% 09./ 2 ৯2245 228 
9/69৮ 54225 2 (13) 


একাধক চলাবাশষ্ট ফাংশন ২৮৩ 


(111) যাঁদ/&&, ৮, ৮7) একটি ফাংশন এমন হয় ষে £- 902 7১ 2), 
৮. %(2, 07, 2) এবং (০, 9, 2) এবং ফাংশনগুলি 
অস্তরকলনযোগ্য হয় তবে 
9/-8194+9/ 9৮ +9/ 9৮ | 


8. 9% 2১ 9৮ 621৮ 9 
8/_61 9%19/ 070 9) (14) 


শা সপ্প (7 শাশিপাশ 11111111১৮৩ আশাশি এস | পন টি টিটি জজ 


8) 6% 87” 8৮ 29) 9৮ 6) 

9.9 0%+ 94 9৮ 0/ 0৮ 
শঁশ - 

92 5% 92 67 5297৮ 582 


এবং 4/-84%+9 € ৫৮+87- 011, 


উদ্দাহরণ 2 যাঁদ 7- 19565 + ৮), %- ৪৮+% এবং ৮-৮+)/ হয় তবে 


9./ 4৭১ 9./ 
৫ এবং 8 ণনর্ণয় কর। 


সমাধান 2 
6/ _8:/ 9%. + 01 6 
নো 78%. 9১72 2১ 


8/ _ _2% 01 1 0, ০৮7% ৭0৮5 
971 %5+72 912 47৮9 টি 9.৮ রর 





এখানে 


9/ ৫ 244 2০০+% £ 4 1 


তেও 0৫270) 142 411 





6/ নী ] 2:1+% 2 
505 বাসার (28) + 1) 


9.18 জঅমমাত্রিক ফাংশন (70700986109005 [0006100) 
ও গ %৫) | ০ 78) | 
সংজ্ঞা £ যাঁদ /(০৮,/) কে% $(5) অথব৷ (35) আকারে প্রকাশ 


করা বার অথবা যাঁদ 1 (£2%, £)) ৮ £* (৬, 0) হয়, তাহলে 70, )) কে % মান্রার 
সমমান্রক ফাংশন বলা হয় । 


কলন-বিদ্য। 


৮8 
টি + 309 
মনে কর 7, 9) 2777 
9 7 48] 
এখানে /০,১)---৮- 24 
মা রি? 





£১(25 40১) পি রো 
আবার ./ (126, £)) শীল ছি তিন লহ (১ ০), 
/ ( 7) /02 7) ১77) 


উপরোন্ত সংজ্ঞার সামান্যটীকরণ করলে পাওয়। যায় ঃ 
যাঁদ 70০2, 2৮2১ *** ৯) একাট ? মানার সমমাত্রক ফাংশন হয় তবে 
ৰা ১2. ১69. ০৬০ রে 


62 ৮০5 *** ১0) সু 200. £ 07 ৬ 2015 মে, 


টি টি লু 
০০ 90১2 €১2 (২, ১ হর ৪] 
৮9” ৮6৪ 


অথব। 7012, তি, বন 40) 197 (55, ০০ ৯ তি টা) 


উদ্দাছুরণ 2 (1) ০2৫৭ + 2/5)+ &/ ফাংশনাঁট 2 মাত্রার একাঁট সমমাান্রক 


ফাংশন । 
(11) ০৮ + 225 _ 5)/£ ফাংশনাঁট 4 মাত্রার একাঁট সমমান্িক 


ফাংশন । 
2 40) রন 
ফাংশনাট এ মাত্রার একাঁট সমমান্রক ফাংশন । 


এ ২/)) 


একাধিক চলাঁবাঁশষ্ট ফাংশন ২৮৫ 
উপপান্ভ?2 (সমমাত্রিক ফাংশন সন্বন্ধীর অয়লারের উপপাদ্য ) 
যাঁদ 1৮, %) ফাংশনটি ॥ মান্রার একটি সমমান্লক ফাংশন হয়, তাহলে 


«/+ 8 9০110, )) 


প্রমাণ £ 
প্রথম পন্ধতি 2 যেহেতু /, ) ফাংশনটি % মাত্রার একটি সমমান্রক ফাংশন, 
সংজ্ঞ। অনুসারে আমরা পাই 


05, 0) _ ১? ১) - ০০014), যেখানে & ১, 


এখন 3 7190, 2008) 75905) রি , যেখানে ?08) _ রি 


০৮98) + ৮৮৮৫ (52) 
7 গু -779000%) ১০৯7 ১0% (2) 
পুনরায় 96-60) 94৮0): » 
,8/ - ১%-40/% (8) 
সুতরাং ৯:9:+ ৮৪৮ ০7) 
-**( 
-709, 9). (প্রমাণিত ) 


ছিতীয় পদ্ধতি ঃ যেহেতু 1%, 9) ফাংশনটি £% মাত্রার একটি সমমান্রক 
ফাংশন, সংজ্ঞা অনুসারে আমরা পাই 
105 2৮) ৮0 0) 
মনে কার 7307-57-51) ; তাহলে 
145 ৮) 7৮ 10 ০) 


নী 10 7017 টি 1৮5, 7) 


৪/ . 94 ্ 67 77//%-২ 
অর্থাৎ নস 71751 (55 0) 


২৮৬ 


অর্থাং «94 প ৮৪৮-৮৫৮-2/া 7) 


এখন £-. 1 বাঁসয়ে দেখা যায় 4-:৮, 7), 9/ .. 8/ 9.0». 


658১" 67 6) 
সুতরাং আমরা পাই 


* 8+ ৮৪/-/৬ 7) 


মন্তব্য 8 €) যাঁদ /%%, 7, 2) ফাংশনাট % মান্রার একি সমমান্রক ফাংশন 
হয়, তবে অয়লারের উপপাদ্যটি দাড়ায় 


»84+১5/+ 22০77 ০, ৪. 
প্রমাণ করতে হলে দ্বিতীয় পদ্ধাতাঁট সুীবধাজনক । যথা £ 
10৫১ 105 £2) _ 10 0 2) 
মনে কার 4-/2 ৮-/) 2-1হ ; তাহলে পাই 
রি 2, এ 7১ 2) 


88/%% 2, 42) ₹ 807, 0, 2) 
9/ 9997 9% ০/ 92 রর 
শী ইটস --- শঁ ৮ 71175 
অথব। 879 187 8£+8287-% 1020 0 2) 
র্‌ ০4/ 9/ টিসি... 7৬4 
অথবা £ 878+8+ 29৪ 77472170500, 2) 
"এখন 1- 1 বাঁসয়ে পাই 


০ 3/+ /8)-+ হ 52100 3, 5) 


(11) অয়লারের উপপাদ্যের সামান্টীকরণে পাওয়া যায় 
ম০8+458% শি ও নটি 2. 


2২757270055 25, ০০০৫) 


উদাহরণ 1. যাঁদ £-০০৪-:10+)/0/+ ১) হয়, তবে দেখাও যে 
১09৫ 9 4 
৪ 76) +$ ০০91 24-0 


একাধিক চলবিশিষ্ট ফাংশন ২৮৭ 
সমাধান £ 


লিরদা রে... 
মনে কার 10৮, 9) - ০93 & হা তাহলে 
1৫7১) 00৮)» 2০ ০) 
£8(৬/৮+ ৫) 


অতএব /(০, 9) ফাংশনাঁট £ মাত্রার একাঁট সমমান্রক ফাংশন । 
সুতরাং অয়লারের উপপাদ্য অনুসারে পাই 


এ ৮6০২০ 


এখন /- 8. - (০০5 ঠি রর নি / (০০৩ %/) 


লু ৪811 £ টা 
০. 


ট 7 
পভাবে নি 
অনুরূপভ 911) ৫ 6) 


2 8 দ8১-৮80-২০, 


অথব। 5 644 চি _ত ০091& 


০ ০) 


০0% 2& 
৮০-+92+ 0 
ঠা 8225 
উদ্দধাহরণ 2. যাঁদ %(:০ )) একটি 7 মান্রার সমমাত্রক ফাংশন হয়, তবে 
প্রমাণ কর 


৪:0-12+ 6: £ 80৮ 


এ 126) 68) রই 
সমাধান £ অয়লারের উপপাদ্য অনুসারে আমর জান 
| 9, ,9%- 

টি 75) 714 (1) 


'এখন (1) এর উভয় পক্ষকে % এর সাপেক্ষে আংশক অন্তরকলন করলে পাওয়া যায় 


088 68 628 7 08 
রর 6%গ তত 85৮7 6১০) ? 8 


ৃ ১0-% টা হী 
অথবা / টি ক (1 1) (2) 


২৮৮ কলন-বিদ্যা 


অনুরূপভাবে (1) এর উভয়পক্ষকে ) এর সাপেক্ষে আংাঁশক অন্তরকলন করে 

















62 92& 
৪৮৪/-৪/* ধরলে পাওয়৷ যায় 
১ 9:%._/7_1২69% রী 
৮856 96/8-0৮-1)5 র্‌ 
(2) কে £ এবং (3) কে দ্বারা গুণ করে দুইটি সমীকরণ যোগ করলে পাওয়া বায় 
১০ 08 05 , ১৪ 3 রে 0% , 7,0% 
9৪ সী ০9১9) -1) (88 রি টন 
০ (/%- 1)7714. 
বিবিধ অনুশীলনী 9 


1. দুই নিরপেক্ষ চলাবাঁশিষ্ট ফাংশনের আংশক অন্তরকলজ দুইটির সংজ্ঞ। লেখ । 


যাঁদ ৪-০০৩-+7 +০০৫-২৭ হয়, তবে নিম্বীলাখত অভেদ প্রাতপাদন 


কর £ 
0& 0& 
্ 9 8) 
যাঁদ &-910-5 % +080-49 , তবে »% 8/+ )/৪% এর মান নির্ণয় কর। 
)) টা 0 69); 


[ নির্ণেয মান- 0 ] 
2, যাঁদ %- ১৪) + 7052 + 222, দেখাও যে 
442 1+ 149 11427 (24014 2)2 
3. প্রমাণ কর 
2০১ 409 1+ 23 _ 35602 7 (9৮104 2)0%+17)+ ৮722) 47720) 42), 
যেখানে |] +৮/+৮৭ ৮0. 
এখন দেখাও যে ৪০+%, +৮৮-31+১+2), যখন 
৮০105 (5৩ 1979 429 - 35012). 


60281 8%. 
্ টু 
4. যাঁদ &- (2 কন) হয়, প্রমাণ কর যে 8৮6/- 878৮" 
92 92 





5. যাঁদ ৮.৮ 510 )+) 510 ০৮, প্রমাণ ৮৮ 9792 


একাধক চলাবাঁশষ্ট ফাংশন ২৮৯ 


6. 


রি 


10. 


11. 


12. 


13. 


গু 0] 
যাঁদ %-108 0 যম, দেখাও যে 6% -0-৮. 
রর 20 ৪ 66) ০7০9 


গ ণ্ 
যাঁদ ৮. 27%% 995 715 হয়, দেখাও যে 09 & +0-4-0. 
95৮4 ০7 
০05 
ষাঁদ &- ৮৮ হয়, তবে 9% এবং 
659) 9) 
চার নিরপেক্ষ চলাবাঁশষ্ট সমমাত্রক ফাংশনের সংজ্ঞা লেখ (মনে কর মাত্রা 


10) 


দুই চলাবশিষ্ট সমমান্রক ফাংশনের ক্ষেত্রে অয়লারের উপপাদ্য ববৃত কর ও 
প্রমাণ কর। 


এন সমভা। পরীক্ষা কর । 





779). 
২/১০+ ৯) 


2095 +70/45) _ তো] &. 


যাঁদ 2৫5 5117 | হয়, দেখাও যে 


এ থ 1 গু 
যাঁদ 77517. (৮৮) হয়, দেখাও যে 
2+)) 


07 077 
উট রঃ 
১ ট,, /8) (81) 7 


চি ও 
যাঁদ ৮-1917-5 বর হয়, প্রমাণ কর 


5 ভি 794 517 214. 
০. 


9% 


ৃ _-1 | 
যাঁদ &ল (962 +)075 + 2৪) হয়, দেখাগ্ড যে 





যাঁদ %-70--1), ) - 2, 2--5) হয়, প্রমাণ কর 
42 42 7৫2» 0. 
ধাঁ ৪৮২ (২532) হল, দেখাও বে 
9508, 
6% ১9) 
১৪) 


২২৯১০ 


14. 


15. 


19. 
17. 
18. 


19. 


20. 


21, 


যাঁদ ৮.1 ০056 এবং 9.০ 51 9 হয়, তবে দেখাও যে 


1 0 _ 9 _ 976 9 
(1) তি চিডি রি 


এ ও 232, 909569 9 
] শে আহ চি. টি 3 
(11) ৪) ০095 রি + টে 


০ ৪.8 9 
(111) টি নর এ 


9 _ 9 _ 5 
(1৬) 66 দিন 


যাঁদ 7- (27775, তবে দেখাও যে 
০*/+95//+*7 
০9.৮- 9)% 924 
যাঁদ ০-7॥' ০0958 এবং 771" 511 9 হয়, প্রমাণ কর 
9 ঠে? টে 
9০) 9276৮ 1 8০7১] 97 


সন 0. 


_শপোশীশিশ স্পা আসত 


9৪ 2975 972 78 295 727 
যাঁদ %- ০৮ হয়, প্রমাণ কর 
9১৮ 
09)02 
যাঁদ %-+ 9৭ 1917 2+2% 7.0, তবে দেখাও যে 








০ 8] 41302 1+58507725) 2ম ০ প্শ 


?/-- _ 2+7/৯ 9৩০৯০ 
20 2) হো) ১76 
যাঁদ /৫৮, ১)--+), যখন ১-0 অথব। ১.০ 
], অন্যন্ 
তাহলে দেখাও যে /5€0, 0)-1%60, 0)- 1; কিন্তু 70%, 9) ফাংশন 
(0, 0) বিন্দুতে আঁবাঁচ্ছন্ন নয় । 


যাঁদ 7 (১৮, ১) 18075 7 (87-2 ্ঃ যখন (৬, ০)৯560, 0) 
0, যখন 2:-)-0 


তাহলে দেখাও যে 
2৮00, 0), ০). 


যাঁদ /6৮,7)- ১1:01, দেখাও যে (০, 0) বন্দুতে /(, 9) ফাংশন 
অস্তরকলনযোগ্য নয় । 


একাধিক চলাবাশষ্ট ফাংশন ২৯১ 


29, 


23. 


24. 


26. 


27, 


28. 


যাঁদ 27709, )) হয়, তবে তবে ঠ% এবং 85 এর জ্যামাতিক বযাথ্য দাও। 


10০, 9) ফাংশনের নাতির (87816101) সাঁহত আধাশক অস্তরফলজ দুইটির 


কি সম্পর্ক ? | সংকেত £ ৪৭ ০221 +22)1 
/0৮ 7) ফাংশনের অনুভূমিক রেখাগুণীল 019৮6] 11065) কিভাবে নির্ণয় 
করবে ? | সংকেত £ /0৮,০)-০] 
রঃ ?) যাঁদ একা শূন্য মান্রার সমমান্রক ফাংশন হয়, তবে দেখাও 
০ -/০০ )) সমীকরণাঁটকে নিস্নীলাঁখতভাবে প্রকাশ করা যেতে পারে : 


৫+ 5৫ 701, &), 


যেখাল্ন & 70715. 
যাঁদ ৮/-০০৮০-৮), যেখানে %- 21 ০০3 / এবং )- 21 510 £, দেখাও যে 


চি! লন ভিন দ)৫4 . 


705 0১ 2) ল 2265 +0/25 7১072 এর ক্ষেত্রে অয়লারের উপপাদ্যের সত্যতা 


পরীক্ষা কর। 


প্রমাণ কর 5 


এ 275 হক] 1 (১০ 0 2) 


7107 1)-:07 77141) 7(5 0), 2) ; যেখানে 774%- (৮ সমমাত্রক 
ফাংশন) এর মান্না ) 
যাঁদ 2%-(] _230/+72) রি দেখাও যে 
310০ ০৪ 3৫] ৯5 29০ -০. 
০0০ | ১ ০7 
যাঁদ ্ রর ))- 0 হয়, তবে দেখাও যে 


_ র্চি -/%. ৪5 ৮৪৮22 ৯7০৪, 


রি 
যাঁদ /(০৮, ), 2)- 0 হয়, প্রমাণ কর 


(85).(8)-(8:.,--1 


কি »৫ হয়, তবে উপরোন্ত সমত৷ পরীক্ষা কর। 


টি 
হ্ধা? 
স৩ | 
টব 1 


২৯২ কলন-াবদ্যা 


29. যাঁদ %(, ), 2)-:0, ৮(%, ), 2) "০0 হয়, তবে প্রমাণ কর 


৫ _ 16287 8008 


৮ &2/ 1488 
১) | 
, %-7-4 1 হয়, 
30. €) যাঁদ 12) হস্স, প্রমাণ কর 
70242 »ন 0288 
0) যাদ «- (3) +%.2] হয মাপ কর 
762052 +256)745% +2728% 70. 
(111) যাঁদ ৮.৮ 105 7 এবং 17৭-৪+)+ £ হয়, প্রমাণ কর 


(() বাঁদ %-/02-- 4) হয়, প্রমাণ কর 
(০744: 7182, 


দ 9-)-. এবং 7-১/-:৪. _৪. পন ও 
(৮) যাঁদ /6)এবং ৪৮১০-+8৯- 8) হয়, তবে দেখাও যে 


(48)4-(84)4- _8% 


ততীয় খও 


€ লো) 


দশম অধ্যায় 
স্পর্শক ও আভিলম্ব 


10.01 প্রাথমিক মন্তব্য £ অন্তরকলনাবদ্যার বাভন্ন জ্যামিতিক প্রয়োগ- 
গুলির মধ্যে এখানে আমর৷ প্রধাণত স্পর্শক (1808900) ও আঁভিলম্ব (1)911091) 
সম্বন্ধীয় প্রয়োগগুঁল বশেষভাবে আলোচনা করব। যাঁদও স্থানাঙ্ক জ্যামাতর ধারণ। 
থেকে স্পর্শক ও আঁভলম্ব সম্বন্ধে আমরা কিছু ছু জেনোছ, কিন্তু যে কোন বক্লরেখার 
ষে কোন একটি বিন্দুতে যে স্পর্শক পাওয়৷ যায় সে সম্বন্ধে সাধারণভাবে আলোচন। কর৷ 
হয়ান। যেমন স্পর্শকের সংজ্ঞা থেকে আমর স্থানাঙ্ক জ্যামাতিতে দেখোঁছ যে একটি 
জ্যা যাঁদ একটি শঙকুর সামতালিক ছেদরেখাকে দুইটি বিন্দুতে ছেদ করে এবং জ্যাটিকে 
যাঁদ এমনভাবে সরান হয় যে ছেদাবন্দু দুইটি একই 'বন্দুতে পাঁরণত হয় তবে শেষোক্ত 
অবস্থায় জ্যাঁট স্পর্শক হয়ে যায় । এই ধরণের সংজ্ঞাতে আমরা স্পষ্টতই দেখতে 
পাই ষে এখানে সীমার ধারণা নিহত, কিন্তু উহার কোনরকম সুস্পষ্ট উল্লেখ দেখা যায় 
না। অন্তরকলন বিদ্যার ভান্তি এই সীমার -ধারণার উপর । সুতরাং অন্তরকলন 'বদ্যার 
পাঁরভাষায়'আমরা স্পর্শকের সংজ্ঞা বলতে বুঝাব যে কোন জ্যা যাঁদ কোন একটি বক্র- 
রেখাকে % এবং 0 এই দুই 'বন্দুতে ছেদ করে এবং জ্যাটিকে এমনভাবে সরান হয় ষে 
ব্রুরেখার উপর £ ও 0 অবাস্থৃত হয়ে যাঁদ 0-৯% হয়, তবে সেই ৮ পাচ্ছ অবস্থায় 
£0 জ্যা £ বিন্দুতে একাঁট স্পর্শক হয়। অতএব পরবর্তী সংজ্ঞার পারপ্রোক্ষিতে 
স্থানাঙ্ক জ্যামাতির সংজ্ঞাটি অস্পষ্ট বা অসম্পূর্ণ। কারণ প্রথম ক্ষেত্রে আমর৷ যেখানে 
বলোছ ০.1 সেখানে দ্বিতীয় ক্ষেত্রে বলা হয়েছে ০0-৮, কিন্তু অন্তরকলন 
বিদ্যার সীমার অধ্যায়ে আমর৷ জেনোছ ০0-৯৮ ও ০-৮ এই দুইটি সম্পূর্ণ ভিন্ন 
জিনিষ । তাহলে প্রাক-অন্তরকলন বিদ্যায় আমরা স্পর্শক ও অভিলম্ব সম্বন্ধে ষা ঝ 
জেনোছ, সীমার ধারণ। ন৷ থাক।য় তাদের সঠিকভাবে ব্যাখা কর৷ সপ্ত হয়ীন। এখানে 
অন্তরকলন বিদ্যার প্রয়োগ করে স্পর্শক ও আঁভলম্ব সন্বন্ধীয় আলোচনাগু ল *তনভাবে 
সীমার ধারণার সাহায্যে ব্যাখ্যা কর৷ হবে। প্রসঙ্গত উল্লেখ করা যায় ষে নিউটন ও 
লাইবানজের আগে স্থানাঙ্ক জ্যমাতিতে স্পর্শকের আলোচন৷ করার সময় প্রকৃতপক্ষে 
কলনাবদ্যার প্রতীক ব্যবহার করে সচেতনভাবে আলোচনা করা হয়ান, পরে নিউটন ও 
লাইবাঁনজই প্রতীক ব্যবহার করে সচেতনভাবে কলনাবদ্যার আলোচন৷ করেন । 


২৯৬ কলন-বদ। 


19.02 স্পর্শক ও জভিলম্ছের সংজ্ঞ। 
এখানে মনে করা যাক 1 এমন একটি বক্লরেখা যাহার উপর : বিন্দুটি অবস্থিত, 





এখন যাঁদ আমর এ 7" বন্ররেখাটির উপর 44 এর সান্নকটস্ছ আর একটি "দ্বিতীয় বন্দু 
4 লই তবে 4 ও 4) এই দুইটি শীবন্দু যোগ কারলে একটি জ্যা 47) পাওয়া বাবে। 
এখন ধরা যাক যে, 4 কে কেন্দ্র করে 41) সরলরেখাটি চিন্ত্র নির্দোশত পথে এমনভাবে 
ঘুরতে সুরু করে যাতে দ্বিতীয় ছেদ-বন্দুটি অর্থাৎ ?) শবন্দুটি ক্রমশ 4 বিন্দুর দিকে 
বক্ররেখাঁট বরাবর আসে । এভাবে দেখা যাবে বক্করেখাটির উপর অর্বান্থত থেকে 
যখন £)-৯4 তখন এই সীমার 44) ছেদক উহার সীমাস্থ অবস্থান 460 তে আসে 
এবং আমরা 40 রেখাকে 4" বক্ররেখাটির 4 বন্দুতে একটি স্পর্শক বাল । 

আবার যাঁদ 4€ এই স্পর্শকটির :4 'বন্দুটি দিয়। :4. লম্বটি টানা যায় তবে বল৷ 
হবে 48 সরলরেখাটি উপরোন্ত 1" বক্ররেখাটির 44 1বন্দুতে একটি” বাজার ৷ সুতরাং 
বুঝা গেল যে স্পর্শক, ও আঁভলম্ব উভয়েই উভয়ের লম্ব ৷ 


19.93 অন্তরকলনের সান্ছায্যে ১-10%) বক্রুরেখার উপর কোন 
বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ ঃ 

এবার মনে কার, 1" একটি আবচ্ছন্ন (০০97)011)905) বরুরেখা এবং ধরা যাক, এই 

বকরেখাটির সমীকরণ )/-7৮) ; এখন মনে কর। যাক এ £" বরুরেখাটির উপর ৮ যে 





কোন একটি বন্দু, এবং 04% ও 0% এই অক্ষদ্বয় সমকোণে অবাস্থত (50621080121 
8১099) ; 0 এ 1" বন্ররেখাটির উপর & সান্নকটস্থ আর একাঁট বন্দু । 


স্পর্শক ও আঁভিলম্ব ২৯৭ 


এখন ০0% এই অক্ষটির উপর £ ও 0 বন্দু দুইটি থেকে যথাক্রমে 4774 এবং 
014 এই লম্ব দুইটি টান। হল। এবার 02 রেখাটির উপর 1, বিন্দুতে £1, লক্ব 
টানতে হবে । অতএব আমর! পাই 
£1, 14175 01৬ _ 0914 
এবং 04, 04৬ - 4৬. 014 - 214৫ 
মনে কার, ৮ ও 0 এই শীবন্দ্রদ্ধয়ের স্থানাঙ্ক যথাক্রমে (9৮, )) এবং 
€০ 4৯5 04 £৯০)) 
সুতরাং £/,- 2৮ + /১০- 2. /১০ 
এবং ০0/,-০+ £১/-- £১ 
আবার 40 রেখাটির সমীকরণ আমরা জান, 


_ ১, (942৬০) 78 2 £১০৫৮_ 
রি (রা রি 2১৮ রি 


যেখানে £0 রেখার উপর (5 ৮) চলাবন্দুর স্থানাঙ্ক নির্দেশ করে । এখন যাঁদ মনে 
করা যায় ৮০0 রেখাঁট 2 অক্ষের সাহত 9 কোণ উৎপন্ন করেছে তাহলে ৮০0 রেখাঁটির 
নাতি 80150) হবে, 


4১77 47 
তৈরি (20 9 (1) 


আবার যেহেতু 9 বিন্দুটি £ বিন্দুর আভমুখী (অর্থাৎ 0-৯) অতএব ৮9 রেখাটি 
কুমশ একটি নাদিষ্১ সীমাস্থ অবস্থান £" এর দিকে অগ্রসর হবে, তাহলে এখন দেখা 
যায় /১০--0 এবং ৪9-৯%/, 


সুতরাং সমীকরণ (1) কে অন্তরকলনের সংজ্ঞ। থেকে এইভাবে সীমাস্থ অবস্থায় 


দেখান যেতে পারে যে (20 %/_ 11] 4১) 4 বা ./ (0). 


অতএব দেখা গেল যে একটি আবচ্ছন্ন ব্ররেখার উপর যে কোন একটি বিন্দু 
(০৫, 9) তে অন্তরকলজ রঃ বলতে বুঝা যায় যে এ বরুরেখাঁটির উপর (৯ ০) বিন্দুতে 


স্পর্শকাঁট 5 অক্ষের সাঁহত ধনাত্মক দিকে যে কোণ উৎপন্ন করে তাহার ন্রিকোণমাতিক 
ট্যানজেণ্ট (020861)0) | 


২৯৮ কলন-ববিদ্য। 


সুতরাং যে কোন একাঁট বক্তরেখার উপর যে কোন একাঁট 'বন্দুতে 
অন্তরকলজ বাঁলতে বুঝায় এ বক্ররেখার উপরে (১, 9) যে কোন বিন্দুতে আঁঙ্কত 


স্পর্শকাটর নাঁতকে (91099) অর্থ এ৮- পরো) । নম্বীলীখত প্রয়োজনীয় 
বিষয়গুলি ভালভাবে লক্ষ্য কর উচিত £_ 


যাঁদ কোন একাঁটি বক্তরেখা )-/(১) এর যে কোন একাঁট বন্দু (৫, )) তে 
(1) 4৮1 হয়, তাহলে এ বিন্দুতে স্পর্শকের নাত হবে এক অর্থাৎ এ 


বন্দুতে বন্ররেখাটির উপর স্পর্শকাঁট %-অক্ষের সাঁহত ধনাত্মক 'দকে পয়তালিশ ডিগ্রী 
(45) কোণ উৎপন্ন করে। 


(2) £ঠ -0 হয়, তবে বক্করেখার- এ বিন্দুতে স্পর্শকটি %-অক্ষের সাঁহত ধনাত্মক 


দিকে ০০ কোণ উৎপন্ন করে অর্থাৎ বক্ররেখার এ 'বন্দুূতে স্পর্শকটি তখন ০-অক্ষের 
সাঁহত সমান্তরাল হয় । 


(3) 0 হয়, তাহলে বক্ররেখার এ 'বন্দুতে স্পর্শকটি /-অক্ষের সাঁহত 


কোণ স্াষ্ট করে। অর্থাৎ তখন বরুরেখাটির এ বন্দুতে স্পর্শকটি /-অক্ষের সাঁহত 
লশ্বভাবে থাকে । 


(4) চা ঝণাত্মক হয়, তবে বরুরেখার এ 'বিন্দু্টতে স্পর্শকটি %-অক্ষের সাঁহত 
ধনাত্মক দিকে একট স্থুল কোণ উৎপন্ন করে । 
মনে কার যে কোন বক্ররেখার সমীকরণ £৮-1/0%) ; এখন যাঁদ ধরা যায় 
বক্তরেখাটির উপর ষে কোন একটি বন্দু (&. )) দিয়া আঁঞ্কত স্পর্শকটি %-অক্ষের 
সাঁহত % কোণ সাষ্ট করে তবে আমরা লিখতে পার 
7715 (21) | "৮ ৫7 


4%1--/0 


এখানে 7; হইতেছে 7-/(4) বক্ররেখার (৮, 0) বিদ্দুতে স্পর্শকটির নাতি। এখন 
আর্মির বলতে পার যে এই নাঁত (3101০) বলতে ৮- (2) বক্ুরেখাটির নাঁতিকেই 
বুঝায় । 
সুতরাং দেখা যায় 7-7(%) ববক্ুরেখার উপর (১) বিন্দুতে স্পর্শকটির 
সর্মীকরণ | 
সু _.ড-7107--5) 
-ন (0৯) ৯) 


স্পর্শক ও আঁভিলম্ব ২১৯, 


10.04 1, 5)-0 দ্বারা প্রকাশিত বক্ররেখার উপর যে কোন 
' বিন্দুতে অঙ্কিত স্পর্শকের সমীকরণ 


স্থানাঙ্ক জ্যামাতর বতুক্ষেত্রে বক্ররেখার সমীকরণ /%%, 7) - 0 লেখ হয় । 


এক্ষেত্রে আমর জান যে, যখন কোন একটি বক্ররেখার সমীকরণ /(১, )) -* 0. 
আকারে দেওয়া থাকে তখন আমরা লিখতে পার, 


?--[8£/2/]--/* ৫৮০ 


তাহলে এখন 70%,))-0 বক্করেখাঁটর উপর (০৯ )/:) বিন্দুতে স্পর্শকাঁটর 
সমীকরণের জন্য ্ঠ এর স্থানে 'লাখতে পার 


/-3/4 7 রঃ 2 ০২০৫ %2) 


০) 
-৮% | 
9 
বা, (721) (5... + (0705) (১)... টি? 
ঢূ 

/-%1 ৮9 ॥ 

বা, (20 -207) (/০)এ্। +(00)-0)3) (/5)5- 21 0 
* %-% 1] %-%] 


10.05 »-100 এবং ;-ছ€ দ্বারা প্রকাশিত বত্ররেখার উপর ষে 
কোন একটি বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ নির্ণয় £ 
চ্ছানাজ্ক জ্যামাতিতে কখন কখন বকুরেখাঁটির সমীকরণ ১:-€৫), 7- £€1) লেখা 
হয়, অতএব আমরা পাই 


2৫) এবং 9 ₹/৫) 


ূ ০: _2/121_£ (6) 
সুতরাং ৫৮-- 75)4 60৮9, 

এভাবে যে কোন একট বন্দু /: এ স্পর্শকের সমীকরণ অর্থাৎ 706), 0.6) 

বক্ররেখার উপর 17৫,), 1৫৫5) 1 বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ হবে 





1707) (3_ 
ৃ 7-7৮62) 770৫) % 165)] 
বা, [-1৫5)]705) 7177 £05)147045)-0 


৩০০ কলন-বিদ্য। 


10.06 জ্ছানাক্ক জ্যামিতিতে স্পর্শকের উপরোক্ত সমীকরণের প্রয়োগ 

এই অনুচ্ছেদে স্থানাঙ্ক জ্যামাতর কয়েকটি বক্ররেখার উপর ষে কোন একাটি 
বন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ 'নর্ণয় করে দেখানো হবে অন্তরকলন বিদ্যার সুবিধা ও 
প্রয়োজনীয়তা । 


উদাহরণ 1. 2:০+)2- 4৫5 এই বৃত্তাটর উপর যে কোন একটি বন্দু 
(5, 71) এ স্পর্শকের সমীকরণাট বাহর কর। 


সমাধান । বৃত্তটর সমীকরণ দেওয়। আছে 
১6৪ 47 18 লু 02 
বা, 72722 435 (1) 
এখন (1) নং সমীকরণকে উভয়পক্ষকে অন্তরকলন করার পর পাওয়া যায়, 


2) 
27) ০ 2 
ঠ ্ 


2) _ % 
09 3 
অতএব (০5, 95) এই "বন্দুটিতে স্পর্শকটির সমীকরণ হবে 


7. _ (০) 
9 - 911 (৪ 


ঠা 
2 


বা, 


(০৮ ১5) 


নি 
ছিরে 
22. 
9 2 
বাঃ 973 -9/3» -০০৮তত4+ 207 
বা) সনের 10)0)8 20321 0)3 £ 
বা, 991 4001 ৮ 22 


[ যেহেতু (১৮২, 915) বন্দু বৃত্তের উপর অবাচ্ছত ] 


[ প্রস্মোজনীয় মন্তব্য ই স্থানাঙ্ক-জ্যামাতিতে বৃত্তের এই স্পর্শকের সমীকরণ 
ধনর্ণর করার পদ্ধাতাঁট পধালোচনা করা৷ যাক। ্‌ | 

হ্থানাঞ্ক-জ্যামীত্ত (5: 9/$) বিন্দুটির সাল্সিকটে বন্রেখার উপর আর একাঁট 
বিন্দু (65) 99) নেওয়া হয়। তারপর £0 জ্যার সমীকরণ লেখা হয় নিশ্নর্প £ 


/ 05 22:7৯) ্ 0) 


2 77 


কিন্তু 01) তে 2৪০০ %5. এবং ১) 7), বসানে। হয় না, কারণ প্রকৃতপক্ষে এরূপ বসালে 


স্পর্শক ও আঁভলম্ব ৩০১ 
রি 0 রঃ 

০ এর মান 7হয়। অতএব স্থানাঙ্ক-জ্যামীতর সংজ্ঞানুষায়ী ১: -/ 

এবং )/৪-). বসানোর সাঠিক মুহূর্ত এখন নয়। তাই 'নম্বীলাখত বাঁজগা্ণাতক 

সমতার আশ্রয় নেওয়া হবে 


)% 79187 75721 টি (2) 
7০৮৫ 07 43). 


সমতাঁট পাওয়া যায় 'ীনম্নীলাখত দুইটি অভেদ থেকে 
95 ১1011 2 পদ 0৪ 
এবং ৯৪২ +)24 7০8. 

পরে (1) তে +*-2এর মান (2) থেকে বাঁসয়ে পাওয়। যায় 


৮ 


2027 2050- 
77-08-7787 7229, 
)/ 179) 
এখন ০৪ - ০৫ এবং 25 -) বসানোর ঠিক মুহূর্ত উপস্থিত, কারণ এখন 


4 
2১০51 এবং )2-771 বসালে 8 এর মান আর 9 লয় । স্হালাজ্ক 
72 17 0/5. 0 


জ্যামাতির এই ষড়যন্ত্র লক্ষণীয় । 


অতএব আমরা পাই 


রা হেরা 
9 চি 207) 


রি রানা 
রি টি 22) 


তাহলে (০, ,) বিন্দুতে বৃত্তের স্পর্শকের নৃতি | অর্থাং চন পাওয়ার জন্য 


2 


স্থানাঞ্ক-জ্যামীতিতে কিরূপ পাঁরশ্রম করতে হলো বুঝ। গেল, অন্যাঁদকে এই নাতি কলন- 
বদ্যার সহজেই পাওয়। গিয়েছিল । আমাদের দেশে প্রাক-প্লাতকস্তরে যখন কলন-াবদ্য। 
শেখানে। হয় তখন স্থানাঙ্ক-জ্যামাততে এই ধরণের নাত 'নর্ণয় করা কেন যে শেখানো 
হয় তা চিন্ত। করলে 'বস্ময়ের উদ্রেক হয় । ] 


উদ্দাহরণ 2. 72 7492 এই আঁধবৃত্তের ষে কোন একটি বিন্দুতে আঞ্কত স্পর্শকঁটির 
'সম্মীকরণ বাহির কর । 


৩০২ কলন-াবিদ্য। 
লঙ্াধান ₹ এখানে আধবৃত্তটর সম্মীকরণ দেওয়া আছে যে 7৮৪ _.494%, উভয়াদকে 
4 এর সাপেক্ষে অন্তরকলন করার পর পাওয়া যায়, 
27” 
277 পে 42 


2 22 


বা, 27৮৮7 


সুতরাং, 6১ 7) বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণাঁট হবে 
৮-7- [721- ০ (79) 
অথবা, 7 2 ৯) 


বা, 7) - 0187 22 (9৫- 5) 

বা, 2) - 72-22-2295 

বা, 1৮) - 49০ ল 29৩72825৮04 4220) 
বা, ৮) 22 (27745) 


মস্তব্য : এইভাবে 457 - ] বরুরেখ। দুইটির উপর (৯২, ),) বিন্দুতে স্পর্শক 
নর্ণর় করা যেতে পারে। 


10.07 মৃলবিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ ঃ 
যাঁদ কোন বরুরেখা যার বাঁজগাঁণাতক সমীকরণ দেওয়া আছে এবং উহা যাঁদ 
মূল বন্দুটি 'দিয়। যায়, তবে এ বকুরেখাটির সমীকরণে অবস্থিত ন্যুনতম ঘাতযুন্ত পদ- 


গুলিকে শূন্যের সাহত সমান করলে মৃলাবন্দুতে উহার স্পর্শকের ( বা স্পর্শকগুীলর ) 
সমীকরণ পাওয়। যাবে । 


প্রমাণ £ মনে কাঁর মূলবিন্দুটি দিয়া যায়, এমন একাট বক্ররেখার সমীকরণ 'নশ্র্প 
2701 6507722255 1 029০) 4+ ০9075 ++ 020৮4272720) 7 
+ 1707 - 0 (1) 
এখন মনে কার এ বক্ররেখাটির উপর £ এমন একাট বন্দু যার স্থানাঙ্ক (৬, ))। 
অতএব ০৮ রেখার সমীকরণ হবে, 


| 
না 


স্পর্শক ও আঁভিলম্ব ৩০৩ 


আবার যাঁদ মনে কর৷ যায় ?£ বন্দুটি ধীরে ধারে 0 বিন্দুর 'দকে অগ্রসর হচ্ছে অর্থাৎ 
যখন ৮৯০, তখন ৮-৯০ শুন্য) ও 7৮০ (শূন্য ), তাহলে ০০ রেখাটি ক্রমশ এ 


খা 
চ ৫৩০৪১ 


1 3 


বক্ররেখাটির 0 'বন্দুতে একট স্পর্শকরৃপে দেখ। দেয় । সুতরাং বক্ররেখাটির 0 বিন্দুতে 
স্পর্শকাঁটর সম্মীকরণ হইবে, 
]৮- 110) ১ 0 
২৯0 (৪ 
)-9 
111 7 
১৯9০ ১ 
১৮০9 
অতএব মৃলবিন্দুগামী স্পর্শকটির নাতি (87901611) হবে, 
1117) 01 
509 ৯ 
))- 0 
মনে কর। যাক ওঃ জাস্তঃ অর্থাৎ 7; এর একটি সুনা্দষ্ত মান আছে । সুতরাং 
এখানে বলা যায় মূলাবিন্দুগামী স্পর্শকটিই % অক্ষ নয়। (7 এর মান সান্ত না হলে 
ক পারণাত হবে তা পরে আলোচনা কর৷ হবে ) 


এখন বক্লরেখাটির সমীকরণ্ুকে ০ দ্বারা ভাগ করলে পাওয়। যায়, 


বা চ7-177%5, যেখানে 717 


2) 704 71১4 2294 82) + ৫2) ৪ 01964 »** জু (0) 
প্রথমত ধার, 9:50 এবং এই অবস্থায় ৯০, )-৯০ এই সীমা নিলে পাওয়। 
যায়। 2, +05777-0 


77_ 4 অতএব মৃলাবন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণটি দেখা যায় 


তু 


৫ 
টির নি 
লিউ 


বা, 2147 61-0 


সুতরাং (1) নং সমীকরণের ন্যনতম ঘাতযুন্ত পদগ্লকে শূন্যের সাঁহত সমান করলে 
উপরোন্ত সমীকর্ণটি পাওয়া যায় । 


৪ কলন-বিদ্য। 


'দ্বতীয়ত মনে কার &1 - ০0, তাহলে ৪: ০, তাহলে বক্লরেখাটির সমীকরণটি, 
22562 1+0230))+ 02081 ৮৮ +2520% 1 272৮7-5071+ 7 +7%)/%-0 7 
অতএব এবার বকুরেখার সমীকরণাটকে ০5 দ্বারা ভাগ করলে পাওয়া যাবে, 


) 5) 
25762 5. +০০() +-17-0 (9৪7০১ ৫৪70) 


আবার, এখানে 2-৯০, 7৮০, এই সীমাস্থ অবস্থানে দেখা যায়, 
/০ + 02171 +02772-0 -ত হি রতি .....€) 


এখন আমর৷ জান স্পর্শকের সমীকরণটি $- 715 .** 07) 


এবার (1) ও (1) নং সমীকরণ দুইটি থেকে 7 কে অপনয়ণ করার পর মূলাবন্দুতে 
দুইটি স্পর্শকের জন্য সৃষ্পীকরণ পাওয়া যায়, 


1 702 


বা, ৫290 + 05774 ৫51-0 
উপরোন্ত স্মীকরণটি সমমান্রক বলে দুটি সরলরেখা 'নর্দেশ করে । 


মন্তব্য 2৫ (1) আবার, যাঁদ ৫1 _ ৮২ -৮2£ -%2 - ৫2 -0 হয় তবে আমরা 
একই উপায়েই আলোচন। করতে পাঁরি। 

(1) এখন মনে কার মূলাবন্দুতে স্পর্শক £ অক্ষরেখা অর্থাৎ তখন 1/7:-৯0 
(অর্থাৎ 7 এর মান সার্ত নয়) বা 2০//)-৯০. এখানে আলোচ্য সমীকরণটিকে 
দ্বার ভাগ করলে (এক্ষেত্রে 2,520, ধরতে হবে ) এবং ৮-৯০, )-৯০ মনে করলে 
নিম্ীলীখত উপায়ে বক্ররেখাটির সমীকরণাটকে পাঁরবার্তত আকারে লেখা যেতে 


পারে যেখানে 6270: যেমন 9:74 22505 48507102075 + 77 -ল0) 
এ ক্ষেত্রেও আমাদের উপরোন্ত পদ্ধীতটিকে প্রয়োগ করতে হবে । 
উদাহরণ 1. 


মনে করা যাক, একটি বক্রুরেখার সমীকরণ 2 _ 37/+ 5৪ + 55) + 6) - 0. 
অতএব (0, 0) বিন্দুতে অর্থাৎ মৃলাবন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণটি হবে 2%-3/-0 


উদ্দানরণ 2. 


মূনে কার একটি বক্ররেখার সমীকরণ 7৫2 4+ 570 + 6)/2 + 725 _ 82৫5) 405 
-0, সুতরাং এখানে মৃলাবন্দুতে স্পর্শকগুঁলর সমীকরণ হবে, 2৪ + 55+6)৯ 
০0 | 


স্পর্শক ও আভিলম্ব ৩০৫ 


109.08 অভিলদ্ধের সমীকরণ £ সংজ্ঞা থেকে আমরা জান যে, কোন 
একট বিন্দু দিয়া আঁঞ্কত সরলরেখাটি বা বক্ররেখাটির এ বিন্দুতে আঁঞ্ষত স্পর্শকটির 
সাঁহত লক্ব, তাহাকে বরুরেখাটির এ 'বন্দুতে আভিলম্ব বল। হয়। 


টা 


৪ ৫৩০,৭১ 


9 8 


(৫) মনে কার, )-7(১) এই বক্ররেখাটির উপরে যে কোন একটি বন্দর ৮ এর 
স্থানাঞ্ক (৮, 9), এখন আমর জান যে, এ (9, 0) 'বিন্দুগামী যে কোন সরলরেখার 
সম্গীকরণ হয়, ৮-)-17705-2).- (1) এখানে 7, সরলরেখারির নাত । 

এবার যাঁদ মনে কর৷ যায় যে, উপরোন্ত সরলরেখাটি (০, 9) 'বন্দুটিতে একটি 
আঁভলম্ব, উহাকে অবশ্যই )-/(১) বকুরেখার (৮, )) বিন্দুতে আঁঙ্কত স্পর্শকের 


সাহত এ বিন্দুতে লম্ব হতে হবে । অর্থাং উহাকে ৮০? (9772) ৮01) 


এই স্পর্শকটির সাঁহত লন্ব হতে হবে। কিন্তু যেহেতু আমাদের জানা আছে যে, 
দুইটি সরলরেখা পরস্পরের লঙ্ব হওয়ার সর্ত এই ষে উহাদের নাতদ্বয়ের 
গুণকল “- 1” এর সমান অর্থাৎ 711 ৮7227 -1 হতে হবে। সুতবাং এখানে 
2) 


আমরা 'লাখতে পাঁর,-€) ও (1) নং সমীকরণগু'লর ক্ষেত্রে % 2৮- _1- অতএব 
পাওয়া যায় 717 - 5 নি এখন % এর এই সান্ত মান (1) নং সমীকরণে 
20105 
প্রাতদ্ছাপিত করলে পাওয়া যাবে, 
2) ও 
1.7 1 ০ বা, 7--0)-50****৮, 111) 
১ পাকি (%-50) বট (47-%)4 2 € 7). ( 


এবং (6111) বলা হবে, )/-70) এই বক্ররেখাটির 7) বিন্দুতে আভলম্বের 
সম্গীকরণ । 

(৮) আবার মনে কার, /0৮)-০ কোন একাঁট বক্ররেখার সমীকরণ । 
এখন-আমরা জানি যে, 


. এ" [2125 |. _ 


২০ 


৩০৬ কলনশবদ্য। 


অতএব (111) নং সমীকরণে উপরোন্ত এর মান বসালে পাওয়৷ যায় 


-০+(-75 (৮-))-0 
বা, (7%-০0) ৮ (7 9) 


1-20.4-9) | 
রবি হিরা ০৬ (1৮) 
7 /% 
এখন উপরোন্ত (৮) নং সমীকরণটিকে বলা হবে (০, 9) বিন্দুতে /(%, ০) -0 
বন্ররেখার আঁভলম্ব ৷ ' 


বা, 


(০) এবার যাঁদ মনে কর! যায় বক্তরেখাটির সমীকরণ ০-%() এবং )-%(৫), 
তবে £ বিন্দুতে আভলম্বের সমীকরণ হবে %()4%7//00%-%01)% (01) 
য/(/) (৫). 


উদ্দাহরণ 1. ০2)/+ 2০ -_৭ এই বক্ররেখাটির যে কোন বিন্দুতে আভলন্বের 
সমীকরণ বাহর কর । 


উত্তপ্ন ৫ এখানে আমাদের দেওয়া আছে 
16১0১ 0) ৯৮৯) 4505 -০১৯9 
এত 0টি 2908 7079 এবং 0% » ৪১ + 22) 
সুতরাং (2, %) ীবন্দুতে আভলঙম্বের সমীকরণ, 
চি 75228 
22071 78 20৪ + 2560) 


উদ্দাহরণ 2. 7) ৮4৫2 বক্ররেখাটির ৫, 9) বিন্দুতে আঁভলম্বের সমীকরণ 
বাহর কর। 
উত্তর £ বক্ররেখার সমীকরণটি থেকে প!ওয়া যায় 
47 
0% 
2) ._ 22 


£ 


20 0) 


* 277 42 


অতএব (১, 7) 'বন্দুতে আঁভলম্বের সমীকরণ 
(-৯)+৮৮-১)-০ 


স্পর্শক ও আভিলম্ব ৩০৭ 


10.09 দুইটি বক্ররেখার ছেদ কোোগ নির্ণয় (277010 01 1716075606107)) 
দুইটি বক্ররেখার ছেদ কোণ বলতে বুঝায়, দুইটি বক্ুরেখার ছেদাবন্দু ?দয়া আঁঙ্কত 
স্পর্শকদ্বয়ের অন্তর্ভতি কোণটিকে । এখন মনে কার, %(5%, 9)-0 এবং 4, 9) 
-0) যে কোন দুইটি বরুরেখার সমীকরণ এবং ধরা যাক এরা (৫ ০) 'বন্দুতে পরস্পর 
ছেদ করেছে । 
এখন আমরা জান যে (৬, ০) বন্দুটিতে স্পর্শকদ্বয়ের সমীকরণ 
(4 -5)%+ (৮-০)%৮- 9 
এবং (7-20/54+ (7004৮ - 0 
অথবা, 
104 %% 7 %০ -১%৮--9 “১ (1) 
1%/5 4 /% _ //০ _7%/9-9 (11) 
এখন আমরা /?/ - (0) সরলরেখার অন্তর্ভত কোণ * কে লিখতে পারি 


৫1০ + %//8 
বা, *€ _ (817 (65৮, 1/. 1] 
৫১71 শঁ ?% %/7 
অন্ুুসিদ্ধান্ত 1. যাঁদ বকরেখাদ্ধয় পরস্পর স্পর্শ করে, অর্থাৎ যখন দুইটি স্পর্শক 
পরস্পর 'মাঁলিত হয় তখন £ 50, ৮, 187 5৮0 
%.:%/ বিটি 4/,০৭ রর 


নিন ৬৫, চল ?%% 41 _ 11/5%9 


ইন 6954. +%%/8 ্ %০1/5 _ %/%৮ -0 
%০ _%৪ 
বা, %5-%! 
৮ 4/% 
অন্ুুলিন্ধান্ত 2. যখন « _ 90 তখন আমরা জানি, 
০০ «0, ] ?০য% _ 4৮78) _. 
/ (92 %/০ + %৮ লি 


তাহলে; এই অবস্থায় বল যেতে পারে যে, %$8%5 + %%/% - 0 
উদ্বাহরণ 2 ০৮৭ -/০-2৪ এবং ১০ +)- 2৪ ২/%ু এই দুইটি বক্ররেখার ছেদ 
কোণাট বাহর কর। 
উত্তর ঃ বকুরেখার সমীকরণ দুইিকে যোগ করলে পাওয়া যায়, 
2997 2901+ ৯/5) 


৬(17+ /2)2 
বা, শট জল রি ৪ 


৩০৮ কলন-াবদা। 
আবার উপরোন্ত সমীকরণ দুইটি বিয়োগ করলে পাওয়া যায়, 
2)/2-7220- 17 2) 
৫ ৯/( ৯০ - 1) _ 19 
৬/2 
এখন, বন্ররেখার সমীকরণ দুইটিকে 'নম্বলিখিত ভাবে সাজিয়। লেখ যায়, 
/0,7) ল ৮৪-7০-৫৭৮০ 
এবং (৮, 0) হল %৪+)৭ 725 »/2ু- 0 


বা, 072 


এখন মনে কার, (০, )) বিন্দুতে বক্ররেখাদ্বয়ের ছেদ কোণ 9 


22 * 2) (2১)0-2)) 
22 227 (7 20)(2)) 528 


রী 1? আর 


অতএব 621) 97 





2১6) 


7 7--782 


৮ 











2৫5 ২/৫ছু + র্‌ এরা 
৬2৬৫ 


9. 45০ ৫ 
নর 


160.19 উপস্পর্শক ও উপঅভিলম্ব (5070691)06771 0 90190010191) 2 
মনে করি, 1" এই বক্ররেখাঁটর উপর ৮ একটি "বন্দু যাহার স্থানাঙ্ক (০৮, 7). 
এখন ধর! যাক, £" বিন্দুতে আঁঞ্কত স্পর্শক ও আভলম্ব দুইটি 4 অক্ষের সাহত 
যথাক্রমে ?' ও 0 বন্দুতে মিলিত হয়, এবার মনে করি £1/ লম্বটি 0% অক্ষটির 
উপর ৮ বন্দু হইতে টানা হল। তাহলে, এখন 2 অংশটুকুকে বল হবে 
উপস্পর্শক (596808601) এবং 740 কে বলা হবে উপ-আভিলম্ব (50010010781), 





এখন 'চন্রুটি থেকে পাওয়া যাম ৮?" এবং 42740 এই দুটি সমকোণী 'ত্রভুজে 
£০071৭- 771৭ -*ধ) এবং মনে কার £2) 7). 


স্পর্শক ও আঁভিলঙ্ ৩০৯ 


উপস্পর্শক 7. 771 ০০0? ৫ _ 2 
রি রঃ “নটর [" 2৫ ?] 


অতএব কার্টেসীয় উপস্পর্শক- ০ 


আবার, উপ-আভিলম্ব 740 --৮৭ [8 য)- 714 রর 
৮৬ 

৫)) 

স- 2৮ 

কার্ডেসীয় উপাভিলম্ব- দা 


মন্তব্য £ 477 কে স্পর্শকের দৈধ্য এবং £০ কে আঁভলম্বের দেধ্য বলা হয়। 


উদ্দাহুঞণ 5 7 - &০০। এই বক্ররেখাটির জন্য দেখাও যে, উপস্পর্শক একটি 
ধুবক এবং ইহার উপাভলন্ব )/%/৫. 


উত্তর 2 এখানে আমাদের দেওয়। আছে যে, 
4) 5 


শি জি শি 6০ /০ 
270 


উপা?ভলম্ব লন 74) (25 16৫ ৬ রর 626 /€ 
07 ৫ 


টি 0221 স (62%1)516 
৫ 
-১// 
/ 
আবার, উপস্পর্শক _ 74% ৮₹7/99 _ ৫০15 / 
2) 27 2 
_5৪ (ধুবক 9 
অতএব, প্রমাণ করা গেল যে, ১/-%৫%/ বক্তরেখাটির উপস্পর্শক একটি ধুবক 


এবং উপাভিলম্ব 7419. 


£0.1॥ চাপ দৈর্খেতর কার্টেসীয় অভ্তভরকলজ (00911528059 91 081695197) 
27০-1678 11) ) 
মনে কার কোন একটি বরুরেখার উপর 4, 9) এই বিন্দুটি অবাচ্থিত এবং একই 


৩১০ কলন-াবদা 


সঙ্গে ধরা যাক এ বক্ররেখাটির উপর ৮ বিন্দুর নিকটস্থ একটি বন্দর ০0০+ /১%, 
0) + /৬০) আছে । 





৫. নি 5 % 
মনে কার বক্ররেখাটির উপর যে কোন একটি বন্দু ০0থেকে ? পর্যন্ত দৈর্ঘটুকু ও 
এবং ০0 চাপটির দ্য মনে কাঁর ++ /১$. তাহলে স্বভাবতই দেখা যায় যে চাপ 


£0 _ £৬৬, ও তাহলে » এবং 7 এর একটি ফাংশন । 
ষখন বক্ররেখাটি আঁবাচ্ছ্ন এবং স্পর্শকগুল আঁবাঁচ্ছন্নভাবে ঘূর্ণায়মান হয় তখন 


10 জ্যা দৈধ্য £০0 
৩-৯% চাপ দৈধ্য 20 


সুতরাং যখন ০0-৯7, তখন, 
(চাপ £20)১ 7 2145 + 07427 (১১) + (৬) 
(চাপ 2০2) ._ /১))2 
(271 
চাপ রর 4১৪) ১০): 
বা, (৩৫ ৪ া ।+ (27 
আবার, যখন ০ তখন /১%-৯০, অতএব আমরা পাই, 


2] ৮11৫ 


274 ৮৪ 


1 (এর প্রমাণ এ পুস্তকের গণ্ডীর বাঁহরে ) 


অতএব €1) নং সমীকরণের উভয়াঁদকে রর দ্বারা গুণ করলে পাওয়া যায়, 


১4" 


স্পর্শক ও আঁভিলম্ব ৩১১ 


10.12 580 য এবং ০০9 % এর মান নির্ণয় 
ধরা বাক একটি বক্রেখাঁটর উপর £%, 9) ও 0০ + ১০, )+ /১7) যে কোন 
দুইটি কাছাকাছি অবাস্ছিত বিন্দু । মনে করি ০%৮-$ এবং 0০ - $+ ১৬, 
7৮০0-00-০৮» /১$ £ ও 0 বিন্দু থেকে 0% এর উপর 2৮/₹ ও 
05 লঙ্ব দু'টি যথাকুমে টানা হল, এবং 05' এই রেখাটির উপর এখন ৮ বিন্দু হইতে 
7১14 লম্ব টান। হল । ৮3৩ 0 বন্দুদ্ধয় যোগ করে 0৭ পরন্ত বদ্ধিত কর৷ হল । 






বি রগ: ১ রাজ কার, রি ইউ 
রি হু 





0 


120 রেখাঁটি বক্ররেখার একটি জ্যা। এখন"যাঁদ মনে করা যায় 0-৯৮, তাহলে দেখা 
যাবে আলোচা সরলরেখাঁটি £ 'বন্দুতে বরুরেখাটর সাঁহত একটি স্পর্শক সৃষ্টি করছে, 
যার বদ্ধিত অংশ এ অক্ষের সাঁহত মনে কাঁর % কোণ সৃষ্টি করে। 
এখন /১01/ 'ন্রভূদ্ থেকে পাওয়। যায়, 
511) 0774- 214- 4১] ১:১5 


£0 25৮2০ 
আবার উপরে আমরা দেখোহ যে, 0-১৮ এই সীমা অবস্থানে 0৮ রেখাঁটি ৮ 


বিন্দুতে একি স্পর্শকে পাঁরণত হয় এবং তখন এরূপ সীমা অবস্থানে £ 0৮141 


চাপ 79] ১৬ 
ও এ আআ শি 
নিন ঃ 7101-50 
রি 111) /১)) _ 7. 
০৮317 /- /১৬_০ রি টি 
অনুরূপভাবে আমরা লিখতে পারি, 
]1]) 4১০৫ 0১: 


/১$-৯০ /১৩ ০ 


টা 2) , 9 _ 2) 
75 9935 6540 9%% 


1 77 _ 2 
ভরত গড 1210 % ৫% 2 


1 





0095 %/ ০ 





৩১২ কলন-াবদ্যা 


আবার যেহেতু, 


এবং সং ৬/1+(: 1+(%).. ৮৪০০০, (2) 


সেহেড 0) ও (2) নং সমীকরণদয়ে রি ও এর মান দুটি বাঁসয়ে 


পাওয়া যায়, 
৫5) 7 
2- 4] +0805 // 3৪০ % 
গিরি ৯*/] 10012 4%- 0956০ 


আবার আমর। সাধারণ 'ভ্রকোণামাতি থেকে জানি যে 5112 ১ + ০০95 ৮. ]. সুতরাং 
আমরা পাই 
2))2 145 
১] + লু | 
ঞ) ৫ ঃ 


উপরোক্ত সূত্রাটর প্রয়োগও আমর! নি়ীলীখত উপায়ে দেখাতে পার, যেমন £ 


যাঁদ মনে করা যায় যৈ, 2-%0/) এবং 2০4৫), 


70:70. 45 ও 2) 4) . 95 
ন/.85.0% 2 2. 7 45 21 


এন, (8) (2) (6) 7808 
খ, (8) +(81 7021 [5 (৪ 
(8 -6) (8 


10.13 মূলবিন্দু থেকে অস্কিত লদ্ঘের দৈর্ঘ্য 
10.12 অনুচ্ছেদটিতে আঁঙ্কত চিত্রে মনে কার মূলাবন্দু 0 থেকে স্পর্শকটির 
উপর & বিন্দুতে 01$ একটি লম্ব টানা হয়েছে । এখন যাঁদ বক্ররেখার সমীকরণ 


তবে, 


2 
95: 


) 
পাল] 


2) 4, 
)-৮10%) হয়, তবে নটি 1705). 


স্পর্শক ও আঁভলঙ্ব ৩১৩ 


এখন "চন থেকে পাওয়া যায় 
091৬ 
লু 091, ৪11) 4 
_(০- 7) ০06) 9117 % 
৮20 81]) 4/-7 0099 4 


কিন্ত ০০৪ %- ৫. / 114 ?) ) 
|1- 


এবং ছি /৬1 ।+ (এ 


2111-2) 


19141 - 


1+(2)), 
বিশেষ উদ্দাহরণসমুহ ঃ 


উদ্দাহরণ ঢু, মর +75-] এই বক্ুরেখাটির উপর (১ 9) বন্দুতে 


আঁঞ্কিত স্পর্শকটির সমীকরণ বাঁহর কর । 


উত্তর £ এখানে বরুরেখাটির সমীকরণ দেওয়া আছে যে, 
2 0৭4 
গেল উদ 
77120757711 77707775120) 7. _ 09ল ও 


এ+ উদ ৪৮70 বা 2 একিটিলত 





(০০ ০) বিন্দুতে স্পর্শকের সম্ীকরণাঁট 


177 ৮০17 -- 1. 
৮ পপ (৫7) 


বা, 


পার ৮2/2577-8754 


৫7 7% 07 ৮ 


০৩ পলা ৯45৮7, ০1 ] রা সদ + 7৮৮] | 
0277 17. 


৩১৪ কলন-বিদ্যা 


উদ্ধাহরণ 2. :-০ ০০১ 29, )-2 ২/2 4 910 9 এই বক্ররেখাটির 9 বিন্দুতে 
স্পর্শকের সর্মীকরণ বাঁহর কর। 


উত্তর £ আমাদের দেওয়া আছে ৮. ? ০093 29, )-2 ২2 2 911 


070. _ র 2))._ 
টা 22 5118 26, আবার রর 2 /22 ০093 9 


সুতরাং, ৫০ . এ »৮2 ২/22 095 810 - 26 515 29) 


_ ৯/2 00560 _ - ৯2 -] 


_ ৪11) 26 25776 772 5109 
অতএব স্পর্শকাঁটর সমীকরণাটি হয় 


নি /29 ৰ 122 9 
ড-7-25/2 2 511 8 6 মে 6? 099 2 9) 


বা, ২/2 % 51] 09 -- 46 5178 97 -21+201 72 51702 8) 
বা, ১/2 1 810 0497 51020. _ 44601 72 9102 6) 
বা, ১/2 7 511 9+477- 800] 72 51119 9) 


উদ্দান্রণ 3. 25 ৮5৮২ ৮2৮৪ এই উপবৃত্তাটর যেকোন বন্দুতে 
স্পর্শক এবং আভলম্বের সমীকরণ দু'টি বাহর কর। 


উত্তর £ এখানে আমাদের দেওয়া আছে ষে, 
0275 10258 ৫0504 


ও 

নি 4 ₹0 
ব।, রি চা 10 0) 
অতএব, 


চি :22০5810127 
6১ ৫ এবং £১- (08 


(১ 7) বিন্দুতে স্পর্শকাঁটর সম্মীকরণ হয় 
(7) ১/+ (১) 26-0, বা, (7৯ 28৯ ডে০১ - 


45 টি 191 7. 05 »0 
শি ০. নু £ 05 
বা, রো এর +28-1 


স্পর্শক ও আভিলম্ব ৩১৬- 
আবার (, 9) বিন্দুতে আভিলন্বের সর্মীকরণটি হয় 





8776-77-25, নু 
এ 5 


বা, 20264 ৬) 29820 -0)) 

বা, 72297 5202 77 706থ - &) 

047-0-%. 
5 3) 


বা, ০০০02 --05. 


উদাহরণ 4. -৮৭-4) এবং 70২ +4)-8 এই বরুরেখা দুইটির ছেদ- 
কোণটি 'ির্ণয় কর। 


উত্তর 8 এখানে আমাদের দেওয়৷ আছে যে, 
১৪৮40) 0 তি তি ৮01) 

'দ্বতীয় সমীকরণটিতে ৮2 - 4) বসালে পাওয়। যায়, 

বা, )2+)-2, বা )৭+7-2-0 

বা, (৮+2)00-1)7-0 .", 7)7- -2, বা )-] 
আবার, এখানে দেখা যায় )/- -2, গ্রহণীয় নয়। 
অতএব এখন 2 ল্4ু ই. 56:72 
সুতরাং বরুরেখাটির ছেদাবন্দু (১৮১7) ৯ (2, 1) এবং (-2, 1) 
এবার, প্রথম বক্ররেখাটির জন্য আমরা পাই, 

2৮৪ 4) ১ 1 2৮-4৪৮-০ বা, (সস 1. 


- |] -] 
টন 220 1081) 


আবার দ্বিতীয় বরুরেখাটির জন্য পাওয়া যায় 

9 যে +4) +2১-০ 

27 _ __ 25 _ - [%] যা 
রি 2 ॥%+4 ভিত 290 102+ £) ্ 


- 290) 
221 4 





4/-৮ (210 2 রে এবং %/' _ 6212 £ 


৩১৬ কলন-শাবদা। 


৪ 


1 1 ্র.(21-2 3. 





এখন %/-4/17- (02 


১. 


] 
_ 2 22 | ও 
আবার, (এ %- 9 ১ [].,. 1 


ইস 





॥ 220) র 2) 
এবং €£ ৮ ডিপ রি 7 ম 
বং 10 % 0% +2+4 [21]... 2) ্ 
// হা 4/-- (217 £ _312 7 (211- £ 3. 
| সি 


2 


19.14 দুরকের সহিত স্পর্শকের কোণ নির্ণয় (80816 10665660 758109 
6০01 2190 (21700716) 





এথানে আমাদের দেখাতে হবে যে, 7 -106) বর্ুরেখাটির উপর ৮ বন্দুর যে কোন 


অবস্থানে আঁঞ্কত স্পর্শকটি যাঁদ দূরক ০৮ এর সঙ্গে কোণ উৎপন্ন করে তবে 
726 27 


181) $স্, 511) $-16. এবং ০০৪ হি 


মনে কার, 77709) বরুরেখাঁটর উপর “৫, 9) এই শীবন্দু্ট অবান্থৃত এবং মনে 
করা যাক উহার নিকটস্থ বক্ররেখার একটি বন্দু 007+ 9/, 9+ 99). 0 ও ৮ যোগ 


করা হল এবং মনে কার, ৮ বন্দু থেকে 00 রেখার উপর ৮14 লঙ্ব টানা হয়েছে । 
অতএব, এখন £ /20174 » 89 ও 7274 -7 51 89 এবং 014 -7 ০০3 696. 


এখন মনে কার, 0 ঘূর্ণায়মান বাহুটির সাঁহত 4 বিন্দুতে আঁঞ্কত 421 স্পর্শকটি 
% কোণ সৃষ্টি করে । ** £0৮1$-%. আবার সমকোণী ত্রিভুজ £014 থেকে 


পাওয়। বাধ যে, 
14... 7 511) 06 7 918 09 


(এ০£614-180- 92-5/6-৮55৮-৮০০৪৯ 


স্পর্শক ও আভিলম্ব ৩১৭ 


এ. 75810067751 
701 - ০95 09) + 07 27 87)566 





7 511) 66 , 
069 109) 8. 61 


০ রি 
1709 ৫ রই 
দু? (9 2/ হু 86 


মনে করি, 0-৯৮, "৮ £১৪-৯০- এইরূপ সীমা অবস্থায় 29 রেখাটি ৮ বিন্দুতে 
একি স্পর্শকের আকার ধারণ করে এবং তখন £ 7084- 4 017$-% 
511) 099 
1 টি 
** 1210? ল 1117) টিনার যার 
০6৯0 3/ 69 (ও চি 6) 
2 





5912 99 

টি ০ ” 

2” এটি 

29 

| 00 | 
511 -- 
]11) ৪11) 09 ]1]) 
নত 60__৯0 00 


৪৪-৯০ -86- টি 

2 

এখন মনে কার বক্ররেখার উপর যে কোন একটি 'নাঁদষ্ট বিন্দু £& থেকে £% এই 
চাপ দৈধ্য 9, এবং চাপ £0- 565 .+. /0-$+ 05, যেখানে ও হবে, 9 অর্থাৎ 


/ এর একাঁট ফাংশন । 
০ 11475176869. £৯ 


এবার ধরা যাক, 0-৯৮ .- ৪6-৯০9 ০৬-৯০ এবং 





65 [_ চাপ ₹6]- | /89 729 
র্‌ টা 2 1 ০৫ 
2 জ্যা 70 তি ৩১0 05 0$ 
14. 00-9% 
আবার, ০95 £201 7 ৫ - ০-- 
6447-৮0-22 
_(৮4+097)-17005 66,761 ০09 08) + 07 
£০ £০ 
12581090912 407. 3 ,:95. 
৮0 নি ঠ 79 


৩১৮ কলনশীবদ্যা 


111) 067 27 


এখন 0-৯৮ ধরলে আগের মতই পাওয়া যায়, ০০৪ %-?5,0 নি 


আবার, ন্রিভুজ 07৮৭ থেকে পাওয়। যায়, 
/ 471৬ £ 77014 0৮1৬, 


বা, %-৪+% ১,০01) 
এবং যেহেতু 510 97৮2 ও ০০5৫ 


30156 +০০৪০৫-৮(4,) রঃ (4):-1 


10.15 গ্রবীয় স্থানাক্কে 0১০1৭ ০০০7৫179665) চাঁপ দৈর্ঘ্যের অন্তরকলজ 
পৃবের অনুচ্ছেদের (10.14) চিন্রাট থেকে পাওয়া যায় 
120৭» 1214 হ+:04 ও 
- (7 910 00)5 +(+ 097 -7 ০095 00)এ 
(310 09)5 + (27৮ 5105 রা +07)হ 


উভয় পক্ষকে (06) দ্বার ভাগ দলে পাওয়া যায় 
1095]: | 69 ডি 
59) এ 2 (511) 2 রর 2 97 ্ 
১ 14 ০ ০4১8 শী 9 ্। 
| 95 9) * | 9% রি 86 (61 
ঠু 
যখন, 0-৯৮ ও ০৪-৯০ তখন, 
25 চঃ গ্ঁ 27 
রি 72 4 (% ৮: ' 381) 
৫5 _. গু 2) এ ্ ৪৪5 শা 
ঝ. ৪-৬/৮,+(9) এ 


' উভয়পক্ষকে রি দ্বারা গুণ করার পর পাওয়। যায় 


05. 260._. / |. | 26) £ 
9 টি ৬ ॥ + ঠ 2 
29 20) * এ 
বা, লি 1 + ” এ) ১০ (111) 
আবার (1) নং সমীকরণকে (2)5 দ্বারা গুণ করলে পাওয়া যায়, 
25১ ০৮ 79(20)5 + 275 ১৯৭: (8৮) 





ক্পর্শক ও আভলম্ব ৩১৯ 


এখন (11) ও (11) নং সমীকরণ দুটিকে যথারুমে % এবং ণ% দ্বারা গুণ করলে পাওয়া 
যায়, 


চু ৮১ 27 ্ 
ণঃ ৬৮ +(%) ৫9 (৯) 
৫ ্ি (779) « 
এবং ৫5 ৬/ 1+ (৮) 21 ২১০:(0৮1) 
উদ্ণহুরুণ £ 77526 রি এই বক্ুরেখাটির জন্য রে এর মান বাহর কর । 


9 001০ 
উত্তরঃ এখানে আমাদের দেওয়া আছে, 7 - 22 
০০ 
৫ 09565 এ টি, ০০01 *. 


45 8... 22৬ ৮,75১ 
এ» */৮ +(ঞ _ ৬/721+78 0015 ৮৮ ২/78(1 7 0015) 


7 ২/0099802 7 7 009960 « 


10.16 দুইটি প্রুবীয় 0০19) বক্ররেখার ছেদ কোণ নির্ণয় 

ধর৷ যাক, দুইটি বর্ুরেখা ৮” -/09), ৮1709), ৮ বন্দুতে ছেদ করেছে এবং এখন 
এ ৮ 'বন্দুতে বক্ুরেখা দু'টির জন্য যথাক্রমে £?" এবং 72” স্পর্শক দুটি টানা হল, এবং 
মনে কার, £ 077-%, ও £ ০0৮7» ?%5. এইভাবে ধরা যাক 7-169) 
এবং 7 -7(6) বকুরেখাদ্বয় পরস্পর 7267০, ?9) বিন্দুতে « কোণে ভপস্থিত । তাহলে 





৯] শী? শা & 
আমরা পাই, * -%৫ -%এ 


(21) € ৮ 21 ?। _ 120 %2 


| + 021) 92. 1817 %এ 


আবোর, এখানে &0 %: সন) & 
0 


৩২০ 


0 


0 


১৮ নি .. 
(07) £€8 
অতএব, 1917 ০5 সাত সঃ 


10. 

০ ₹), (9০) 
70/709০) -7০4/ (৪8০) 
108০) £ (8০) - (৮০) 
10.16 গ্রুবীয় (১০1৪) উপস্পর্শক ও উপ-অভিলম্ 
জংভ্ঞা 2 যাঁদ স্থিরাবিন্দু 0 এর মধ্য দিয়া এমন একাঁট সরলরেখ৷ টান। বায়, বাতে এ 
সরলরেখাটি ০ এই দূরকের (8419839 ৬০০০7) সাঁহত লম্ব অবস্থায় থাকে এবং 
মনে কার, 1-1/(9) বকুয়েখার ৮ বন্দুতে আঁঞ্কত স্পর্শক ও আভলম্ব যথাক্ূমে এঁ 
সরলরেখাকে 4 ও 7/ 'বন্দুতে ছেদ করে, তাহলে 401 রেখাটির 0 অংশটুকৃকে 
ধুবীয় উপস্পর্শক এবং 014 অংশটুকুকে ধুবীয় উপাভলম্ব বল! হয় । 


ৰ 





বা 120 7? 





এখন মনে কার, ৮- 109) বকুরেখার / বিন্দুতে থারুমে £1$ একটি স্পর্শক ও 
17 আভিলস্বটি টানা হয়েছে । মনে কর৷ যাক স্পর্শক ও আঁভলম্ব দু'টি দূরকের সাঁহত 
লম্ব 7401 রেখাটির উপর যথাক্রমে 74 ও 41 'বন্দুতে ছেদ করেছে । এখন 
সংজ্ঞনুষাক্ী বল। যায় যে, 074. ধুবীয় উপস্পর্শক এবং ০07 - ধুবায় উপাভিলম্ব । 

আবার মনে কার, £ 0174-% .. 071 0 108210 $ 


726 7599 | নর রম 


01-1 "5 এ 6870 %- 





সুতরাং আমরা এখন 'লাঁখতে পার যে, ধুবীয় উপষ্পর্শক ₹1 781. 


স্পর্শক ও আভলম্ব ৩২১ 


আবার চিন্রটি থেকে দেখ যায় যে, 
(91:17. 090১ (011 09/14 71001 % 


নে 

1৫9 
ীয় উপ-আঁভিলম্ব ও . 
সাত ৬ ট 


অনু'সদ্ধান্ত (1) কোন কোন সমধ ধুবীয় উপস্পর্শক ও ধুশীয় উপাভিলম্বের স্মীকরণটিকে 
£ এবং 9 এর সাহায্য প্রবাশ বর! স্ীবধাজনক হয় । যেমন ধরা যাক, 


4) 17549 
4) 75৫9 


04 
পিরিত রা রী রর 75৫1 
আবার যেহেতু আমরা দেখোহ যে ধুনীয় উপস্পর্শক 7), 
রি 


ধুবীয় উপস্পর্শক _ - রি - যখন &-_, 1. 
(111 7" 
(11) উপরের িন্রাট থেকে পাওয়া যায়, 
074- 0£ (87 05147 0৮ (ঞা) (21614 1420) 
₹ ০091 121) (907 _ %) 


- ০9৮ ০০? (১7417747907 
-10090% এবং £ 110) - ?) 
চু 7 ৫1 
7৫29 
47 
29 


27 


10.18 নূলবিন্দু বা গ্রুব 0১০1) থেকে স্পর্শকের ভপর অন্কিত 


লন্ঘের দৈর্ঘ্য 
() এখানে মনে কাঁর এ" স্পর্শকটির উপর মূলাবন্দু থেকে লম্বটির দৈধ্য ৮7 


২৯ 


৩২২ কলন-বিদ্যা 





সুতরাং এখন সমকোণী ন্রিভুজ ০0?" থেকে লেখা যেতে পারে যে, 


€91"- 0£ 510 % 
বা 1771 9517% 
171 _-9996০%% _ 1+ ০01% 
17412 91105? রা 15 
1 রি ] 1], 11975 
5(1+50691 ৮ এটি রি 
(1) এখন আমর। লম্বদৈর্/টিকে 9 এবং & এর সাহায্যে প্রকাশ করব। 
মনে কার, 7. রা 
“2471 27 
29 72 20 
বা. (44). 1197)* 
৭17961৮5199 


] 1 10715 ১ 9 2) 4 
এবার, তর এবং ৪ এ) এর পাঁরবর্তে & ও | পর] বসালে সমীকরণ (&) 


থেকে পাওয়। যাবে, 
--4*+ (9 03) 

রঃ 

10.19 (চ,1) আকারে বক্ররেখার সমীকরণ বা বক্ররেখার পা 
(৮৪৫৪1) সমীকরণ 

সংজ্ঞাঃ কোন রক্ররেখার (, 7) সমীকরণ বলতে বুঝায় যে, এ বক্ররেখাটির 
£ চলবিন্দুতে স্পর্শকের উপর মুল বিন্দু 0 থেকে আঁঙ্কত লম্বের (7) সাঁহত ০0৮ 
বাহ্াঁতির দৈধ্যের () সম্পক। 


স্পর্শক ও আঁভিলম্ব ৩২৩ 


(৯) যখন কার্টেসীয় সমীকরণটি দেওয়া আছে, তখন মূলাকনদু 0 সাপেক্ষে 
পাদ সমীকরণ নির্ণয় £ 
মনে কার কোন একাট বক্ররেখার সমীকরণ 70৮ ))- 0 0) 
এখানে মৃলাবন্দু সাপেক্ষে পাদ সমীকরণাঁট 'নর্ণয় করতে হবে। 
এখন আমর জান (১, ) 1বন্দুতে স্পর্শকের সমমীকরণ-__- 
(4৮00 + 0 9)» 09 
আবার ধর৷ যাক যে, মুলাবন্দুটি থেকে স্পর্শকের উপর লহ্ব-দূরত্ব 


রি ঠু 
স্থানাঙ্ক জ্যামাতির নিয়ম অনুসারে 7৯৮ (০0) ১০017) 
এন 
এবং 1727 ০৫5 +)072 -০০::(011) 
এখন (1), 01) ও (111) থেকে % এবং 7৮ কে অপনয়ন করে 'নর্ণের সমীকরণটি 
বাহর করা যাবে । 


(8) যখন ধুবীয় 09০9197) সশীকরণটি দেওয়া থাকে তখন সেই অবস্থায় পাদ 
সমীকরণ 'নর্ণয়__ 


মনে কার কোন একটি বরুরেখার সমীকরণ দেওয়া আছে, 707, ৪)-0 3 


720 . 
তাহলে [021 %9- রি এবং 1-17 911) ?) 


26 


এখন 10৮, 9)- 0, 12) £- 2 ও 77-7 5117 % থেকে 96 এবং % এর অপনয়ন 


করা হলে আমর 'নর্ণেয পাদ-সমীকরণ পাব । 


উদ্দানহরণ £. /২-42 09১28 এই বকুরেখাটির পাদ সমীকরণটি বাহর 
কর। 
উত্তর £ বরুরেখাটির ধুবীয় সমীকরণটিতে দেওয়া আছে, 


72৮-25 0095 29 “০৮ (1) 
2/ রে লু 222 9110 29 
779 75 _ 25 0095. 26 


চস 


রর 7৮ হহ 5729 ০5 5117 26 
বা, 1210 ?%7- - ০০ 297 ত0 (+ 291 


বা, %-তু +26 


৩২৪ কলন-াবদ্য? 


আবার, 77 510 % ৮7517 (৮ +291-৮ 995 29... (8) 


এখন (1) এবং (11) এর মধ্যে ০০5 28 কে অপনয়ন করলে পাওয়৷ যায় 
রি ও ৪ 
1০ 1" 0248 বা, 7 £72 + 


উহাই 'নর্ণেয় পদ-সমীকরণ । 


উদাহরণ 2. +-5০? এই বক্ররেখাটির জন্য প্রমাণ কর ষে ধ্রুকীয় 09০191), 
উপস্পর্শক - ধুবীয় উপাভিলম্ব । 


উত্তর ৪ এখানে আমাদের দেওয়া আছে, 7 - ৫০ 
অতএব উভয়াদকের লগারদমের সাহায্যে পাওয়া যায় 


1] ০/ 
লু 6) 
100 7৮6, ব৷ টি সু ] 


০, রে 
49 
এ ৫] » 1" 0৮ 
বধু 78) %" 
7৮091 ৃ্‌ পণ 
বা" 2 - (১ 
আমরা যেহেতু জান যে, ধুবীয় উপস্পর্শক -£. রি 


এবং ধুবীয় উপাভলস্ব 
27 


» ০ সুতরাং 0) নং সম্করণ থেকে স্পষ্টতই দেখা যায় যে ধুবীয় উপস্পর্শক 
_ ধরুবীয় উপাভিলম্ব (প্রমাণিত ) 

উদ্দাহরণ 3. 

কোনটি বাঁহর কর। 


উত্তর ঃ প্রথম বরুরেখাটি থেকে পাওয়। যায় 


77৫ 31 29 এবং /-£ ০95 29 এই বকুরেখাদ্বয়ের ছেদ 


7. 517 29 এবং এখানে লগা'রাদীমক অন্তরকলণের ফলে দীড়ায়, 





রী 101. 2 00৪ 26, 
709 5110 29 
ঞ 7৫9 7 911 26. 
27 2 993 29 


বা, গো ৪০1৫ -2 (91 29 


স্পর্শক ও আঁভলম্ব ৩২৫ 


আবার, দ্বিতীয় বক্ররেখাটির থেকে পাওয়া যায়, 


7৮ 42 0099 29 
] 7 _ _-2 91] 29 
7” 29 ৬৬০১ 0) 
) টি 
বা. / ৫0 _ _1 ০91 36 
৫41 রঃ 
9 
বা, 120 ৫১) - 1 ০০1 26 
ও 
বক্তরেখাদ্বয়ের ছেদাবন্দুটির জন্য পাই, 
7০4 511 20-7 009১ 2 91020 1 
০০৩ 6 
বা 2) 36 | ৮1021) 7 ও এবং [থা 9, - -_% 


(৮৮ (20 260 7 1১ 09 26- |) 
অতএব, 121) (/-%,)-২ 


»* ীনর্ণেয় ছেদ কোনাট 
€)-_%) 7 1273 


(১) +৯ 


উদ্দীহরণ 4. / - ৪ এই বকুরেখাটর জন্য রঃ এর মান বাহর কর। 
1 


উত্তর £ যেহেতু আমরা জান যে 


01 ৫9 
১ ₹ ০095 & ৮ 88601, 
05 ৫/ 


25 ১2৬ . 
ব। সা জল 4 4€ 
% “৬ 1711021040১ 


এখন বকরুরেখা?টর সমীকরণাঁটিতে আছে, 
0%" 


সস ) সপ | এ 
7- ৫ বা 7) ৫ 
৪ 
টু জী বা, [8 %-£ | - ০. 2019 | 
212 0 ৫ 


টি 25 ১১০২ -85 
রাং ০ নি 
সুত রি ২/] +121025% 


7578 
এ ই 


৩২৬ কলন-াবদ্য। 


উদ্দাহরণ 5. প্রমাণ কর 7" %% ০95 %9 এবং 
7৮ 0% 310 718 এই কুণ্ডালকৃত (9১11581) বক্করেখাদুটি লম্বভাবে ছেদ করে। 
উত্তর £ বক্ররেখাদ্বয়ের সমীকরণ দুইটি যথাক্রমে 
7১০72 ০005৬ 779 ক টা চু (1) 
হন 511) 719 টা ঠা রে (11) 
এখন লি নং সমীকরণাটর উভয়াঁদকের নি সাহায্যে পাওয়৷ যায় 
7 1096 7777 1095 7247 1095 0০95১ 79 
উভয়পক্ষকে 9র সাপেক্ষে অস্তরকলন করার পর পাই, 


72177731071. 
7 29 ০95 76 
বা, রস -_ 90179 - 181) % ধোর) 


আবার একই রি (1) নং সমীকরণ থেকে পাওয়া যায়, 
/ 10577571090 0 11095 5117 719 


7 01. 7 ০০3 710 
1 297 911) 776 





বা, 4০ [817 797 (817? ধোর) 


(210 % * (27 7 _০0০9€ /9 ৬ - -] 





০০01 79 
অতএব প্রমাণিত হল যে, বক্ররেখা দুইটি লম্বভাবে ছেদ কবে। 


উদ্দাহরণ 6. /” - ০% ০০95 719 এই বক্ররেখাটির জন্য প্রমাণ কর ষে, 


25 
29 


উত্তর £$ বক্রুরেখাঁটর সমীকরণে আছে, 


77 071 005 7776 


2 (560০ 7779) নদ 


৮৯171 198 7717 1095 2+ 195 ০99 7719. 
উভয়াদকে অন্তরকলন করে পাওয়৷ যায়, 


71. 27775110776. 
7 29 0095 7719 
বা, 47» 7 120 719 


29 


স্পর্শক ও আঁভলম্ব 


০ রঃ + (9) ]- ১/(7০ + 1 (22 7729) 


খু 
৮1 92০ 7770.- 2 (0০93 719)ল 56০0 7776 


৩২৪ 


1--]1 


স্০ 9001 7719. 


বিবিধ অনুশীলনী 10 


2০ল-৫ 009$ 4১ 0-1 5118 1 উপবৃত্তের ৫ 4 বিন্দুতে দেখাও যে.৫৮ এর 


মি , এখন এ বন্দুতে প্রমাণ কর স্পর্শক ও আঁভলম্বের সমীকরণ 


বথাক্রমে 
£১+ 2) -- 2 ২/2 - 0 
এবং (৫১-_ ৮)) ২/2- 2 +০9£- 0. 


4.৮ এঁকিনদুতে দেখাও উপম্পর্শকের দৈধ্য - 7 উপাভিলম্বের দৈথ্য - 


2772, স্পর্শকের দেধ্য - 8 ২/এএ + 65 


এবং আভিলম্বের দৈথ্য --75 ২/০+ 8: 
এ নব 


রঃ দেখাও যে (3 ) + 


+ (১)? -2 বকুরেখার (৫,&) বিন্দুতে স্পর্শকের 
সমীকরণ 


টি টি 
5 2, 


নি 
প্রমান কর 2৪ +)5 - ৫৪ বন্ররেখার যে কোন 'বন্দুতে স্পর্শকের অক্ষদ্বয়ের 
মধ্যে ছোঁদিত অংশের দৈধ্য একটি ধুবক। 
যাঁদ 7-7৮ 095 *০ +7/ 91 * রেখা ৭ 17 : »] বক্রুরেখাকে স্পর্শ করে, তবে 
প্রমাণ কর 


] গিট টি 
২ 0্চ-87(€৫ ০99 *)7%-5+ ৫8 510.) লও 


৩২৮ কলন-বদ্য। 


[ সঙ্কেত £ (০, )) বিন্দুতে বরুরেখার স্পর্শক 


7717072 771 2 





(4. 36005 ভি জি ১7 0 
অথবা, 75 1এল +10-51%-1..... ০০... 
এখন যাঁদ 7 - ০ ০০5১ ৮০ + 7? 7 2558555777265, (11) 


রেখা সক্ররেখাকে স্পর্শ করে তাহনে ৫) এবং 01) আভল হবে। 


7» 1. হি. শু 
সুতরাং বা 0095 * রি /5--০. 


/9 


2 005 *. ৮৫ 2 ০4) 911) (১) 
নটি, গিরি চা নাতে 





£? ৫ /? 
৯ এ 009 এ], + (৪ 311) রা ন রি ্ ৮) - ], ইত্যাদি] 
1 47 21. /. 
5. প্রমাণ কর নিম্ীলীখত বক্ররেখা দুইটি পরস্পরকে লঙ্বভাবে ছেদ করবে. যাঁদ 
175515254বৃসি হয় ৪-_ 


207 &। 
2702 4 ))5 5 | 


এবং 21727 81)+ 7 ] 


6. যাঁদ/-.€ ০0959 +)/ 511 6 রেখাটি (5:0৮ ৮ - (৮), বক্ত- 
৫4 
রেখাকে স্পর্শ করে, তবে প্রমাণ কর 


174 75 (2 0095 6) + (8 5111 0), 
7. এ+ -"] উপবৃত্তের (%:১ 95) বিন্দুতে আভিলম্ব যাঁদ 2 অক্ষরেখার 


হত 9 সৃন্মমকোণ উৎপন্ন করে এবং উপবৃন্ডের কেন্দ্র থেকে (৮5, 35) 
বিন্দুতে স্পর্শকের উপর লম্ব দূরত্ব যাঁদ % হয়, তবে দেখাও বে, 


রর /))71 
0095 95, 511) রি 


৪. ১৪15 1১),21৩ _ ৫/5 বর্ুরেখার একটি আভলম্ব যাঁদ ০-অক্ষরেখার সাঁহত 
% কোণ উৎপন্ন করে, তবে দেখাও যে এ আঁভলম্বের সমীকরণ নিম্নরূপ 
7 ০০03 %-_ 2৫917 %- 2 0099 2% 
9. দেখাও যে 9-*৫ 9990 (১৮০) বক্লুরেখার কোন বিন্দুর কোর্টির পাদ-াবন্দু 
থেকে এঁ বিন্দুতে স্পর্শকের উপর লহ্ব দূরত্ব একটি ধুবক । 


স্পর্শক ও আঁভিলম্ব ৩২৯ 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


প্রমাণ কর এ বক্ররেখার ক্ষেত্রে যেকোন বন্দুতে আঁভলম্বের দৈধ্য 
)8/০ এর সমান । 


প্রমাণ কর 2219 +))8/9 _ 2৪15 বরুরেখার পাদ-সমমীকরণ 'নম্বর্প 


72 43772 7 2৫. 


ঠ টে 
প্রমাণ কর ্ রি -] উপবৃত্তের পাদ-স্মীকরণ নি্ববূপ 


2 
৫ 
19 


যাঁদ 7: ০০১ « +9 ১11 « রেখাটি 77+-5-1 বরুরেখাকে স্পর্শ করে, 


তা "খাও যে 10 0052 ৮€.-+9 5112 ৮. -17£. 


1 ্ নয ₹1 এবং ৫+)4-16 দুইটি বব্ররেখার 


সমান ভুঙ্গাবশিষ্ট বিন্দুতে উপস্পর্শক দুইটি সমান। 


প্রশাণ কর 


প্রমাণ কর 7৮০ ০০৪79 এবং 7” - % 511) 79 বক্ুরেখা দুইটি পরস্পরকে 
লম্বভাবে ছেদ করে। 


প্রমাণ কর ৮ -? 0095৭, )১-% 517 বক্ুরেখার % বন্দুতে স্পর্শকের 
সমীকরণ 1নম্বরূপ 

281]) %4+ 70) 0০95 %- 2 5117 % ০০95 ? 
এখন দেখাও যে এ বক্ুরেখার যে কোন বিন্দুতে স্পর্শকের অক্ষদ্ধয়ের মধ্যে 
ছেঁদত অংশের দৈধ্য একটি ধুবক । 


7- 201 _ ০০56) বক্ররেখার পাদ সমীকরণ নির্ণয় কর। 

[ উত্তরঃ 2772 -75] 
প্রমাণ কর 10, 0, £)-0 তলের (53, 75, 25) বিন্দুতে স্পর্শক-সমতলের 
সমীকরণ 


9./ 


27 ৮ ,)০-৯)৯(2)) %.. 2 0/-৯%:) 


কি 5 শু 


& রি 


তর 


(2- 25) 70 


৩৩০ 


17, 


18. 


এবং এ তলের আঁভিলম্ব রেখার সমীকরণ 


5 "ঢা শ্না 
মেরে 


মূলীবন্দু থেকে 7910 % বক্ররেখার উপর আঁঞ্কত ম্পর্শকসমূহের স্পর্শাবন্দুর 
সণ্টারপথ 'নর্ণয় কর । [উত্তর £ 92)2- 92 -98 ] 





3200)+1)-)/20-4) বক্করেখার যে স্পর্শকগুলি )- সরলরেখার 
সমান্তরাল তাদের সমীকরণ নির্ণয় কর । | উত্তরঃ )-7%+4] 


একাদশ অধ্যায় 
ওঞত। 


11.01 প্রাথমিক মন্তব্য £ 

বক্তরেখার আকার স্পষ্টভা,ব বুঝবার জন্য বা বক্ররেখাদের বক্তা 
অনুসারে তাদের পৃথক করতে হলে বক্রতা মাপা প্রয়োজন । তাই এই অধ্যায়ের 
আলোচ্য বিষয় “বক্তা” । প্রথমে বক্তার জ্যামাতিক ব্যাখ্য। দেওয়৷ হবে। 

মনে করা যাক 1" এই বক্লরেখাটির উপর যে কোন দুইটি কাছাকাছি অবাস্থৃত বিন্দু 
/ও £€ আছে । এখন মনে কার, ৮ বন্দু দয়া আঁঞ্কত স্পর্শকটি 4 অক্ষের সাঁহত 
% কোণ সৃষ্টি করে এবং 4৫ বন্দু দিয়া আঁঞ্কত স্পর্শকটি % অক্ষের সাঁহত %+- 94 
কোণে অবাস্থত। অতএব £ /1,14» 0. 





০৫ 


আবার মনে করি ?' বক্তরেখার উপর যে কোন একটি "স্থর বন্দু 0 থেকে £ এর 
চাপ দূরত্ব 0৮-5 সুতরাং 07-$+9। এখন £7-$ এই চাপ দৈর্ঘ্যটির 
উপর দিয়া ঘূর্ণায়মান স্পর্শকটি যে 9% কোণ সৃষ্টি করে তাকে £2% এই 


চাপ দধ্যটির সামগ্রিক বা মুল বন্রুতা বলে, ও রা কে এখানে বলা হবে 2৪ 


চাপটির দের্্য বক্তার গাড় বক্তা । আবার ৮ বিন্দুতে বরুতার সংজ্ঞা, সীমার 
ধারণার সাহায্যে দেখান যায় যে, যখন 0-৯৮ ৩খন 2$-৯০0, এই সীমাস্থ 


অবস্থয় রি এই অনুপাতটির সীমাস্থ মানটিকেই বলা হবে ৮ বিন্দুতে বক্তা (8) । 


রর রে 1100 6৭ _4% 
“৮০ বিন্দুতে বরুতা ০4০ 6৪৯0 20-79 


৩৩২ কলন-াবদ্য। 


অতএব চাপদৈষধ্যের সাপেক্ষে নাত পাঁরবর্তনের হারকে ৮ বিন্দুতে বক্রুত। 
বল। হয়। 


এখন উপরে বার্ণত বক্তার সংজ্ঞাগ্ী লকে নীচে লিপিবদ্ধ কর। হল £ 
সংড্ঞা__(1) 471৫ বক্তরেখাটির সম্পূর্ণ বত বলতে 9% কোণটিকেই বুঝায় । 
07 ৬২ রে রে পা 
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৫ 


3778 রঃ ৮ 421) 


1 
নত 


0075 7৫47-42-42 ঙ 1 
১ 27 37 37 22 





৩৪২ কলন-াবদ্যা 


মন্তব্য 8 এখানে ধুবীয় সমীকরণের পাদ সমীকরণ বাহির করে বকুতা ব্যাসার্ধ 
নির্ণয় করা হল । ধ্রবীয় সমীকরণ থেকেও বকুত৷ ব্যাসার্ধ নির্ণয় করা যেতে পারে 
€ যেমন উদাহরণ 2 দ্রষ্টব্য )। 


উদ্দাছরণ 2. (/, 9) 'বন্দুতে +- 25০০2 28 এই বক্লরেখাটির বক্তা ব্যাসার্ধ 
নির্ণয় কর। 
সমাধান £ 
762 990 26, ১১ ঢা সপ 26 980 29 1210 29. 
এবং 757 4205605 29 4550 29 (2102 29) 
৪9 £ -] 
০ 47775 84 রি 22 560 29 - 0৪026 
1] 
ভি. চে . ্ 
2 টি বা ০০01 %7-2 020 29 ; 
০00959০2 %$.- 1 +4 (2172 29. 
০০ 12 17122 ল055808 286] + ধু 120 29)» 720095905 % 
আবার, 72 421. 27772722960 26 [1 +8 (2175 2? 
- 465৩0 2684 12025 289)] 


৮22 টি 2601 + 4 2172 29 _ 4 5905 29)" 
৫৪ 8০০: 2601 -4) ল - 322 5908 2977 _ 31 





72 +7 9) ০0 ৫, 7. 
অতএব, 19 নি 68 ধু 3) নি শত 56০0৭ ০8০82: ৯ 
17817827712 _ 31 35115 % 
চ টি 74 


395 732 
(7) স্পর্শকীয় গ্রুবীয় (01876556181 790187) সমীকরণ ০-1৫/) দ্বারা 


বখন বক্ররেখাটি প্রকাশিত ১ 


এখানে আমরা জানি 
27292. 97. 4527. 
217৮ 25 27 9 ০০০ 


2 267 
নি ত5২ রা 7 099 % 


৮*+ (42) -৮* 31105 €+172 0052 % 7172 


বরুত। 3৪৩ 


এখন 7 এর সাপেক্ষে অন্তরকলন করার পর পাই, 
227) 
রি ০1 নয 


(৮71) যখন হর এবং ৮, ও এর একটি ফাংশন (যাহা! আমাদের জান। 
জাছে ) তখন বক্রত। ব্যাসার্ধ নির্ণয় £__ 


এক্ষেত্রে আমর জান, 2 -০০১ য 


0850. _ ৭ 24 ৃ ] 
নেঃছি 5117 % 25 আস 911 য ি টি গগিও ভভ ৪৬ (1) 
7 লু পা রি ৫2) রি 2 ঙ ] 685৩৪ ৪৪৩ 
এবং এ 911) ধু): **, রি »- ০095 4 2৪ ০০5 4! রী (2) 


এবং (1) ও (2) কে বর্গ করে ষোগ করার পর পাওয়। ষায় 
1 _ 14704 14-] 
০5 | | + (22) 

বিশেষ উদ্ধাহরণসমুহ 2 


রী গা _& 51] % 
উদ্ধাহরণ 1. যাঁদ 57 21098 ০০ রা +0 ০95৯7 
প্রমাণ কর ৪.2 39054 


সমাধান £ 


০০1 (% ++] ] 
এখানে, 572 196 এ -- (5.1 4৫560 %/ (0 4. 


1 
| সে | শপ 
০০: (৪ | 
০95 (%) + 510 (%) 
০0109 ৫-___- 12 5904 1212 4 
০০93 7) _ 911) | 
গু 
/ ০০৪ + 90 
০1095 4 - --%- রা 42 50৮ % 20 % 
1 নটি ৪ চু 
০০৪. - 911) - 


লল2 [65 ১+8114-858 99০ %/ (20 % 
০095 % 


৪195 (1 + 510 4) 2 198 ০০9 74 9৪০ % 6৪0 %%, 


৩৪8৪ কলন-বিদা৷। 


৫5. ৫0093 %/ , 25102 
শালীন শী শিট শী রি ৪ 
টি লু 2 950 % 1218৭ 4042 98০5 % 


রিট ৭(72257 _959$4%. 15104. 
[51777 60994 
(1 47511) &/) 

(1 7511) %/) 005 4 

236০ %/+ 22 9805৩ %/- এ 590 4. 22 503 & 


০ত:97522 5605 &. 


] +4 39০ 65902%/-_ 1) 2 9603 4 





72:5605 য/-2 58০ %/+ 2 9903 & 


উদ্বাহুরণ 2. -*+)*-2 এই বক্ররেখাটির (1, 1) বিন্দুতে বক্রত৷ কসার্ধের 
মানটি নির্ণয় কর। 
সমাধান 2 এখানে বক্ররেখাটির সমীকরণ দেওয়া আছে 
3৫৫ +0)4-2 বা ১*+9*-2-0 
আবার যেহেতু আমাদের জানা আছে, 


07৮ 
)_ _ 6% 
৫৮7 -8/" 

9)) 





ও 
অতএব এক্ষেত্রে, ৮ -৫ 


শু 


১৫ 
9৪ 
এবং) -(৮১৪/১২৬ )- (৮ ৮2৮] 
৮১ (8, 1) শবন্দুটির জন্য পাওয়। যায় যে, 

05» 71 এবং )-6 


563 )ঃ 
সুতরাং (1, 1) বিন্দুতে ০ এর মান হবে, 


*. ০511 +(-1)18-2 2 2 
6 6 3" 


উদ্দাহরণ 3. *-০৮ এই আধিবৃত্তটির ক্ষেত্রে দেখাও যে, বক্ুত। 





ব্যাসার্ধ টিন 


রি ]৮ 


ব্রত! ৩৪৫ 


সমাধান ৫ এখানে, যেহেতু আঁধবৃত্তের পাদ-সমীকরণ দেওয়া আছে, 


179 75:275 ০, 7 27. 20 
৫ 217 
1 217 008 2109 _ 2067) ই 2 
?27 2৪2 ৫5 ০ এ টির 
২/৫ 


উদ্বাহরণ 4. 5-০105 21) | র+%-] এই বক্তরেখাটির ($, &) 
বন্দুটিতে বক্তা ব্যাসার্ধটি গনর্ণয় কর। 


্ 2, না) & 
সএধ।ন রে এখানে ৬7105 (41) (2+8) 


ই 
1 
২ 
-৪-| 
সপ | 
১ ”্স্স9 
ঠে 
টে 
৫ 
৮৩ 
ই 
শন সন 
শব 
(1 শপ 
রাস 
৮১৮০ 


-2/150 + 4) 095 এ + | 


»-_ শি ৪ 56০0 %, 
511) (2 +%) 


£1.05 মুল বিন্দুতে বক্রতা (০8:%9৫879 ৪6 071615) নিশয়ি 2 
(৬) প্রতিস্থাপন প্রণীলী £ 1104নং অনুচ্ছেদে আমরা দেখোঁছ যে 


৪] 
(১ (1 4012) ল বিন্দুতে 0 
বর্রুতা ব্যাসার্ধ টে: । এখন বাঁদ আমাদের মূল বিন্দুতে অর্থাং (0. 0) 


গ 


বিন্দুতে বক্তা ব্যাসার্ধটির মান নির্ণয় করতে বল! হয় দ্চব আমরা সাধারণ- 
ভাবে বক্তার উপরোন্ত সৃত্রাটতেই »-0, )-)0 বাঁসয়ে ত৷ নির্ণয় করতে পারব । 
কিন্তু এক্ষেত্রে একটা কথ। আমাদের মনে রাখতে *.ব যে, এই প্রতিস্থাপন পদ্ধাতটি 
সমন্ত বক্ররেখাটির উপর প্রয়োগ করা সম্ভব নয় বা কোন কোন ক্ষেত্রে সম্ভব হলেও ত৷ 
জটিলরূপে দেখা দিতে পারে, সেইজন্য এই পদ্ধতাট মৃলাবন্দুতে বরুত ব্যাসার্ধ নির্ণয় 
করার ক্ষেত্রে খুব নির্ভরযোগ্য নয় । 


৩89 কলন-াবদ্যা 


(8) বিস্তৃতি প্রণালী £ যে সব ক্ষেত্রে উপরের পদ্ধাতাঁটর সাহায্যে বক্তা 
ব্যাসার্ধ নির্ণয় করা৷ দুরৃহ হবে, সেই সব ক্ষেত্রে 0/:)০ এবং ())০ এর মান 
দুইটি 7 -./() বক্ররেখাটির জন্য সহজেই আমরা নির্ণর করতে পারব ষখন ) এর জন্য 


গু 
)1-1777+0.: ঠা + ০০০০৯ এই বিস্তাতি ধরা হবে । এখানে ) এর এই বিস্তীতাঁট 


ম্যারুরিনস্‌ এর উপপাদ্যের 0৬৪০1911175 7706০.) সাহায্যে পাওয়া যায় এবং 
এ বন্তুতির মধ্যে? এবং এ এইগ্ুলর দ্বারা /(0), 7"€0) প্রভীত বুঝান হয়েছে । 

এবার, - এর সমঘাতের সহগ্গুুলকে শূন্যের সঙ্গে সমান করে ধরলেই আমাদের 
প্রয়োজনীয় অভেদাঁট পাওয়া যাবে । নীচের উদাহরণাঁটর সাহায্যে পদ্ধাতাটিকে আরও 
পরিষ্কার ভাবে দেখান হল । 


উদ্ধাছুরণ 2 মৃলাবন্দুতে 7 --০+০০৭ + 25) +7% এই বক্ুরেখাঁটির বরুত। 
ব্যাসার্ধ বাহর কর। 


জমাধান 2 0) বিস্তৃতি প্রণালী £ প্রদত্ত সমীকরণাঁটর উভয়াঁদকেই 
৮৮৮৬৭ যন পাওয়া যায় যে, 


(9-1)+(8-1-2-55)ম5 +সএর উচ্চতর ঘাতযুন্ত রাশ -0 


এখন ৫ এবং »%* এর সহগণুলকে শূন্যের সঙ্গে সমান ধরলে পাওয়া যাবে, 
70-17-0017, 771 
এবং 7/2- 1 +277+15 2 বা, ?-8 


১ 
৮ 2) 
অতএব মূলাবন্দুতে বক্তা ব্যাসার্ধ ৮. 22 ঠা 


বৰ এ 
(1) প্রতিস্থাপন প্রণালী হ এই পদ্ধাত অনুসারে আমর প্রথমে 9২ এবং 
)৪ এর মান নির্ণয় করব । সুতরাং যেহেতু বক্ররেখাটির সমীকরণ দেওয়া আছে-_ 
0 »৮ 20400242700) + 0) 
057 11727072071 420) 4 2) 
আবার, ১2. 2 + 20804 200 ++ 2077 5 12002. 
520 +05+ 205 +5 +95) 
এখন (০, 0) বিন্দুতে 0,)০ 1 এবং ()০-৪ 
৪ 
অতএব মূলাবন্দুতে বন্রতা ব্যাসার্থী ০. (77৮). ্ */2ু, 


বন্তুত৷ ৩৪ 


(0) নিউটনীয় প্রণালী (খওদ (0703 1760800) 

উপপাস্ভ-যাঁদ মৃলাবিন্দুগামী কোন একাট বক্ররেখা ০7 এর উপর ৮৫৮, 9) 
যে কোন একাট বিন্দু হয় এবং যাঁদ ০:+৮)-0 এই সরলরেখাটি মূলবিন্দুতে 
বরুরেখাটির সঙ্গে এক স্পর্শক হয় তবে মূলাবিন্দুতে বক্তা ব্যাসার্ধ হবে 


পাত ফলত 1181 ১০210) 
হু ৭৪+5 ৮৯০ চিলির 
)-৯৪ 

)/2-৯9/8 


প্রমাণ 2 মনে কার, ০ বক্ররেখাটির ০ বিন্দু দিয়ে একাঁট বৃত্ত টান৷ হয়েছে 
এবং 0, এই সরলরেখাটি ০0 'বন্দুতে বৃত্তটর সঙ্গে একটি স্পর্শক। ধরা যাক 





৮ বিন্দুট উহার কেন্দ্র এবং উহার ব্যাস 91); মনে কার, বৃত্তটি ০0% বক্ুরেখার 
উপর 7 বন্দু দিয়া যায়! এখন ০৮ এবং 17 যোগ করা হল । মনে কার 9?) 
এবং ০017, সরলরেখা দুইটির উপর যথাক্রমে £/% এব £274 লম্বদ্ধখ টানা হয়েছে । 


এখন প্রাথণমক জ্যামিতির ধারণা থেকে আমরা লিখতে পারি, 








0. . 110০ 75 
7০-£, ৷ ০০-০৮-৫ 
০০০2-20-22 
৯/০2 768. 
- এপ ই 


এবার 4৮৯০ এই সীমা অবস্থানে (অর্থাং খন --৯০ এবং )-৯০) বৃত্তাটকে 
0 বিন্দুতে একটি তিন বা ততোধিক বিন্দুম্পর্শী বৃত্ত (05০09180178 ০11015) এবং 
এই অবস্থায় বৃত্তের ব্যাসার্ধ 7-৯০, 


৩৪৮ কলন-বিদ্যা 
অতএব এখন মূলাবন্দুতে বকুতা ব্যাসার্ধের (? ) জন্য লেখা যায়, 


০7-2০- |) 12555 * 2০-4+0 
১৯৮০ সি 2০67 &) 
)-৯০ 


নু 


বিশেষ অবস্থা 1. যখন ০ অক্ষা্ট (/-০) মূল বিন্দুতে স্পর্শক হয় তখন 
লেখ যায় 


2০স |থ। 08 ০110) 5) 
৯0 )। ১৯৯০ 
7৯০ টি 
বিশেব অবস্থ। 2. আবার, ) অক্ষা্ট (-0) মূল বিন্দুতে স্পর্শক হয় 
তখন, 


চৈ গ ঠ 
2০. 11) 1 1 (১2). 
১7৯০ 2৯০ ১% 
)/-৯৪ | 77৯) 


উদ্বাহরণ £ 2০ +)9-2-:2+6)-0 এই বকুরেখাটির মূল বিন্দুতে ব্ুতা। 
কাঁসার্ধ নির্ণয় কর । 


সমাধান £ এখানে বক্তরেখাট মূল বন্দু দয় যায়, এবং মুল বিন্দুতে স্পর্শকাটি 
370 বা »-অক্ষ। 
এখন নিউটনের সুন্রের প্রয়োগে পাওয়া যায়, 
৮ ঢা 9 
»-৯০ 2 


এখন বক্ুরেখার সমীকরণকে ) দ্বারা ভাগ করে পাওয়। যায়, 


1 গু 
2৮-+92-2-%-+6-0, 
2 ”? 


৮] 
এবার যখন --৯০ তখন -2 11] 3-+6-0. 
১৯০ 
গু 2 
বা, 10) 2৮3 ০৮৮. |) তি 
১৯০9 ১৯০ 2 


এ 
সক 


বক্তা ৩৪৯ 


11.06 মূলবিন্দুর মধ্য দিয়! বক্রত৷ জ্যার দৈর্ঘ্য £ 
মনে কাঁর / প্রদত্ত ব্ররেখার উপর যে কোন একাঁট বিন্দু এবং £/% এঁ বিন্দুতে 
বক্রতাবৃত্তের জ্য। যাহা মূল 'বিন্দুগামী ; ০ বকরুতা-বৃত্তের কেন্দ্র এবং 4214, ॥ বিন্দুতে 





৫ শি ই 


স্প্শক। 40 যোগ করে £& পর্যন্ত বর্ধত করা হল । আবার £:?% যোগ করা হল । 
এখন যেহেতু £ ৮11৫ অর্ধবৃন্তস্ছ কোণ, অতএব ££/%/₹- এক সমকোণ । ধার, 
4 07৮14-% এবং ££144-% ৷ এখন ত্রিভুজ, /১৮৯%% থেকে পাই, 


চ৭ জ্যা ₹7 ০০৪ 8৮14. 2 ০০৪ 2 -%] 


07 1? 
জহু হু 9 স্পা: - জু টা, চি 
20 811] %ল 2) রি এটি 


অতএব মুলাবন্দু দিয়৷ বরুতা জ্যা - 2 


মম্তব্য ০ 
(1) 52 অক্ষের সঙ্গে সমান্তরাল বরুত। জ্যাটি হবে, 2 517 %, যখন /-জ্যা 


এবং স্পর্শকের অন্তরভভৃত কোণ। 


(1) 7 অক্ষের সঙ্গে সমান্তরাল বক্তা জ্যাটি হবে 20 517 (90-%) ব। 
20 00959 %. বখন স্পর্শক এবং জ্যার মধ্যে কোণ (90 - ধ/) ৷ 


11.07 বত্রন্তাকেজ্দ্রের স্থানাংক 2 
এই অনুচ্ছেদে আমরা দেখব যে, )-/(০) একটি বক্ররেখার উপর £€ 9) 
যে কোন একটি 'বন্দুর সাপেক্ষে বক্রতাকেন্দ্রের স্থানাংকটি (€+19), যেখানে 


5 এ 
(€, ৪)- [১৭1১১ ৮+:+৮-]: 75550 ১৮ তত কে) 
" 0) 55 


৫০ কলন-ববিদ্য। 


প্রমাণ 8 মনে কারি, বক্করেখাটির উপর £৮(%, )) বিন্দুর সাপেক্ষে €' 
চান 


- 1৫09 
১২ /৮৮ 


১ পপ ?6228) 
| রি 
তি 


্্ 


প্রা 


রি 
বরুতাকেন্দ্রের হ্থানাংক (5১19)! অতএব 4 বন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ 
_ 20) (৯৮_ 
এবং আঁভিলম্বের সমীকরণ 
1 নিলা তে 
1-7/-. স্টিল 2, (4%- 55) 
2 
বা, 0110 -07)- 7 (%7- 9) 
এখন (১19) অর্থাৎ বৰুতাকেন্দ্রটি যাঁদ আঁভলম্বের উপর অবস্থান করে তবে, 
7109 - 7) 2 - (€ -- 50) নি ৪৪ রি তা (1) 


আবার, 0৫7 2052 ০ ১০) +08-7)5 জর নী ধা (2) 
এখন, (1) ও (2) থেকে *₹ এখন 19 পাওয়। যাবে, 


(1) নং থেকে পাই, €(€-%)- _ 7508 -))) 
৮০05809-0)৯+ (8 -9)৯-62 
বা, (9-7):0055+ 1) ৯128 


, (৪-9)4৮77-03) 
59 


ব 
1701 £ 
বা, 10-77 ---২- 
8-)7 রর 
বা, 9)+:7৮- 
2 


আবার (1) নং থেকেই পাওয়া যায়, 
৮ 4+১0-0)09-0) 
] 40715 | ** ৪ ৮] 
চে সালিশ তি উপ জি রিকি 
8 “০ 9৪ 
1 ++ 


+৩ ৪৩ ০6 7-০/ - 
272 


-বক্রত। ৩৫১ 
ঝম্ভব্য 2 
(0) যখন বক্রতাকেন্দ্রের স্থানাংকঁটি জান৷ থাকবে, তখন বকুতাবৃত্তের সমীকরণাঁট 
হবে (০০-*০)2 4 (0718)2- 5. 
(11) যখন 2৫ এবং %৪ যথাক্রমে ) এর সাপেক্ষে ৩ এব প্রথম এবং 'দ্বিতীর 
অন্তরকলজ হয় তখন (4) সৃন্রটিকে নিম্নীলাঁখতভাবে দেখান যেতে পারে, 


1 4 রা 0. ০) 25017 মাও) (9) 
০2 


এবং এই হি দরকার হয় যখন 75 অনিশ্চিত । 


তে আত ০04 


11.08 বক্রতাকেক্দ্রের ধর্্ 2 

এই ভএুক্ছেদ আমাদের দেখাতে হবে যে, কোন একটি বক্লরেখার উপর দুইটি 
কাছাকাছি অবাচ্ছত বন্দু £, 0-তে আঁঞ্কত আভলম্ব দুটির ছেদাবন্দ্ু সীমা 
অবস্থানাট (0-৯) বকুরেখার উপর  গবন্দুটর জন্য বরুতাকেন্দ্র । 


ঘর ১ 
দি 4 
পট 
£ বিন্দুতে আঁভলম্বের সমীকরণ, 
(4 -০))05 +(4%--90-09 টু ্ (1) 


যেহেতু £৮, ০) বিন্দুতে স্পর্শকের নাতি (31926) 77১ - রর -% (০) (ধর) এবং 


মনে কার (১, 0) আঁভলম্বের উপর ষে কোন একটি বিন্দু । যে কোন একাঁট 
কাছাকাছ অবাস্থিত বিন্দু 0:+%, )+1) তে আভলম্বের সর্মীকরণ, 


(৮-)-7)%0৮+4)+--8)-0 তি 20) 
এবার হেদাবন্দুর কোটির (০010177966) জন্য (1) এবং'(2) থেকে পাই 
(%-7)1 %0+/)-% 0০ 1-4%(+1)-1-0 2 23) 


এখন ॥ দ্বারা ভাগ করে এবং ॥-৯০ হলে %-৯৪ লক্ষ্য করে পাই 


(৪-১) (89 ৪5:1১] 170 517 $0+/)) 


৩৫২ কলন-াবিদ্যা 


বা (873) -া1%০)1-%0) -$০)-1-9 


বা, 69 -0))8-9-1-0 তি শিং (4) 
আবার যেহেতু পারনি (19), (1)নং সমীকরণের উপর একাঁটি 
বন্দু, সুতরাং লেখা বায়, 
(9-))%0৯)+6-স)-0 ০ ৮ দি ৯৮05) 
বা, (8-9))5+ €6-9৮)-0 
এখন (4) নং ও () নং সমীকরণ দুটি থেকে সহজেই (১9) এর মান পাওয়। 


যাবে এবং দেখ। যাবে যে ৮,109) এর মান বক্রুত। কেন্দ্রের স্থানজ্কের সমান হবে । 
অতএব প্রমাণ করা গেল ষে ০, 1) বা ০ বিন্দ্রাটই বক্রতাকেন্দ্র । 


11.9 বক্রতা কেক্দ্রক্ত (6৮০16) এবং বক্রুতা! প্রতিকেজ্রজ 
(10501006) । 


11.098 নং অনুচ্ছেদে আমারা দেখোঁছি যে 7/- 10) বক্ররেখার উপর যষাদ ৮৫, )) 
বিন্দ্রুট থাকে তবে, বরুতা কেন্দ্রের স্থানাংক ০০, 18) 

2055), 74 125]. যখন বক্রতা %£ 1৯0 

2015 7 9 

এখন এই অবস্থ্যয় £ 'বন্দর্টি যখন বরুরেখা বরাবর অগ্রসর হজ্জ তখন ০ 'বন্দুটির 
সঞ্টারপথাঁটকে বলা হবে ৮ বক্ুরেখাটির জন্য বন্রতাকেক্্রজ 01) ; আবার বল। যায় 
ষদ 7579) বন্ররেখাটির 1; একটি বক্রতাকেন্দ্রজ হয়, তবে 7-/0) বক্ররেখাটিকে 
বলা হবে 1; এর একটি ব্রত! প্রতিকেক্দ্রজ । এখন যেহেতু 7, এবং 95 
গতনটিই ০ এর ফাংশন, অতএব 


42 
টি র11 58: 
912 
17072 
এবং 1904 125 
7 
খঞ& 
| 2 
১৮ 
£1 
24. ডি 
| ১১২ 4৪ 
চি ২২ 
নি ৫ 1 বক্তা-কেন্ছত 
9 স্‌ 


এই সমীকরণদ্বয়কে “বক্রতা কেন্দ্রজ' এর জন্য প্রমান্রক (উপমান্রক) 0৯৪79016178) 
সমীকরণ হিসাবে ধর। যেতে পারে । আবার এখানে ৭, ৪ এবং বক্ররেখার সমীকরণাটর 


বন্রভা ৩৫৩ 
মধ্যে এবং 7 কে অপনয়ন করলে বরুতা-কেন্দ্রজ এর কার্টেসীয় সমীকরণাঁট পাওয়া 


যাবে। 
উদ্বান্রণ £ )/2-5422 আঁধবৃত্তাটর বক্রতা-কেদ্রজ বাহির কর। 
এখানে (%, 9) বিন্দুতে বক্রুত। কেন্দ্রের স্থানাংক, 


০. 37422, | অথবা *ল4 


সমাধান £ 





রি ১টি -_ 215 - 2৫ (1) 
কি - 4 3 ) 
অতএব 0৫1)নং সমীকরণের উভয়াদকে বর্থ করে এবং « ও 1 এর স্থানে যথাক্রমে 
১ও 4 বাঁসয়ে পাই, 
27202 - 409 _ 22)2 
বিশেষ উদ্বাহরণ সমুহ 


উদ্দাহুরণ 1] /--৫ 510. 7/ এই বক্ররেখার »-অক্ষরেখা মৃলাবন্দুতে স্পর্শক 
ধরে নিয়ে নিউটন সূত্রের সাহায্যে মূলাবন্দুতে বক্রুত৷ ব্যাসার্ধ নির্ণয় কর । 
সমাধান £ এখানে নিউটনের সুত্রের প্রয়োগে পাওয়া যায় 
15111) 2811] 5 3৫০0] 





১৯0 2) ৮৯০ 127 5058 
)-৯০ 9-৮9 
211) :7009$209 
7৯0 2510 6 
৪-৯০ 


দু ]1] ? 9117716 00526. 


67৮0 25179 
911) 779 
078. 111) 721/ 
2 6-৮6 510 9 
প্র 


0909928 





[জপ 
টি 


ই 
সাত, 


গু 
স্‌ 


যেহেতু 110) ০0528 | 
৪9-৯9 


এবং 110) 91067] 
* ৪-৯০ ৪ | 


১৬০ 


৩৫৪ কলন-বদা। 


উদ্ধাহরণ 2 দেখাও যে মৃলাবন্দুর মধ্য দিয়া 7৫ ০০09 819 এই 


27 


বন্ধরেখার বক্তা জ্যাম 
7777 1 





লমাধান £ এখানে বরুরেখার সমীকরণ দেওয়া আছে 7৮” -০2% ০959 7779 
ইহার উভয় দিকের লগারিদমের সাহায্যে পাওয়া যায়, 
17 1095 7777 102 2+ 1098 ০505 7719 


এখানে আবার, উভয়াঁদকে অন্তরকলন করে পাই 


127 গা 
শ্ 1210 779 ল ০০! (+ 119 ] 


০০৫ %.7 ০০% ঃ +716] 
বা, %- ১ +71 


রি ]গঃ [7 
৮০10 ৮7510 77005 7770.7-7 রি 





0% 


্ 27 _ (৮ 41075) 
27 2% 


| 2৮17 27 
সপ ভি হক এশা লু 2 সস 
বন্ততা-জ্যা - 29 510 % রিট 20 


2 1২ 27 


777747701৮2 777 





উদ্দাহরণ 3 দেখাও যে, মূলবিন্দুর মধ্য দিয়া, 7-77) বক্ুরেখার জন্য 
বতা-জ্য। - 210)/10) 


সমাধান £ এখানে বক্ররেখার সমীকরণ দেওয়া আছে, 7-70) 


27 _ 7, 977 
নদ 110), সুতরাং 2 22 77) 


এখন মূলাক্দুর মধ্য 'দিয়। বকুতা জ্যা 


27 
পপ 9 ০117 ঞ টি »৮০ শু £ তি 8 ৬ 
নি 70) 7 1777 510 % ] 


20 25216) 1.7. 
7 ্লে £৮-৫)। 


“বক্রত। ৩৫৫ 





উদ্দাহুরণ 4 5-_ ২/৪০) বরুরেখার জন্য প্রমাণ কর যে ৪-4এ)/] 72 


সমাধান £ এখানে, $- ৯/8০) এই সমীকরণের উভয়দিকে ও এর সাপেক্ষে 
অন্তরকলন করে পাই, 


মা ৫ 
৪: 20) 25? 
৯/ 8৫ ' হ7 এ 


2729. 
ঠগ ২/৪০ 
এ, 

42 


অর্থাৎ 510 %-7 


আবার $ এর সাপেক্ষে অন্তরকলন করে পাই 


21. 1 
রে টো 
ব। ১. 42 90954 


০--42 4] _ 5175 


42৬) 1555 


৮270255 
1 20 
উদ্ধাছরণ 5 7৫ €1+ ০05 8) এই বক্ররেখারঁ্টর জন্য প্রমাণ কর যে £ 


একটি ধুবক, যেখানে ?.- বক্রতা-ব্যসার্থ 


সমাধান £ এখানে 77০01 ৯ 0996) 


০০717525109 এবং 18-77-4095 


12501 + 0996) 2 91] 98 
2%€1 + 00956) + 225 51994 42 0056 (1 + ০099 ৪) 








02487-285 ০05)8 _ 28501 + ০০508 


ছু শা 


লু এগ 15৫58 5959  32৪079956). 











৩৫৬ কলন-বিদ্য। 


১] 
টি ্ 
-্ 261 + 00959) 


গর 872 98 
9 76৫ (1 + 0959) 997 


৫] 
928৫ 


1 


86 


এখন যেহেতু 5 একটি ধুবক, 


নু 
সুতরাং প্রমাণ করা গেল যে, দি ধুবক। 


উদাহরণ 6 


৪2 105 ০০1 ঘা 


8// 
বল এই বক্ুরেখার ক্ষেত্রে প্রমাণ কর যে, 7৫ 96০ %. 


অমাধান £ প্রদত্ত সমীকরণকে লেখা যেতে পারে, 


৯2 105 (20 (৫5) 


এখন 2 (1০8 (2.0 (৫+7/2) ] 


মনের ১ 5802 (75 
সনু (21) (৫+% +০০0৫ (2+//2) | 


-$ [12752 [7127-4/2 | 
&.1 17020 412 1150 4012 


1 | 20146502412) 1. 
জেতেন ডি 


' অতএব ৪.৪ -০ 960 &/. 


বন্ততা। ৩৫৭ 


বিবিধ অনুশীলনী 11 


টি ৮ ঞ 
দেখাও যে 28 47+)/8 7৫5. বক্ুরেখার (%, 7) বিন্দুতে বক্ুতা-ব্যসার্থ 


০. 3045), 
দেখাও যে ০72 (9+ 511) 9), )-8 (1 - 093 9) বন্ররেখার বক্রুত৷ 
ব্যাসার্ধ ০- 42 095 912 
১৮৫ (9- 511 9), 774 (1 -_ ০০5 9) বক্তরেখার উপর ৮ ও 0 এমন 
দ্ুইণি বন্দু যেখানে স্পর্শকদ্বয় পরস্পর লম্ব। যাঁদ এই দুটি 1বন্দুতে 
বরুত। ব্যাসার্থ যথারুমে ০5 এবং ০৪ হয় তবে দেখাও ষে 

091 71022 ল 1622. 


[সঙ্কেত £ বন্দুতে (ধর 9২ বিন্দুতে ) এবং 0 বিন্দুতে (ধর 9৪ বিন্দুতে ) 
2)) (2) __ 
স্পর্শকদ্য় পরস্পর লম্ব হলে (709, (৪), ] 
290151555 
অর্থাৎ ০০91 টি ০01 ] 


অর্থাৎ 91172 রি লু 90992 ক এখন (2)9. ৯ 12: _ 4৫ 510 (6712) 
সূ 


2 
এবং (2)6, - 092» _ 42 511) ঠ 
জে 2 ৪ 2 ] ৪:65 রর ৪ 62 
অতএব 01: +0০2: _ 162 | সর 2 ২92 3. 


শু 1662 | 00992 3112 দু) লু 1622 | 


ই 
৪ 
দেখাও যে )-৫ ০০91) 20/০ (৫১৯ 0) বক্করেখার (0, ০) বিন্দুতে বক্রতা 
ব্যাসার্ের মান অবম 1 এই ফলাটর জ্যাঁমাতক অর্থ ক 2 

[ জ্যাঁমাতিক অর্থ_-€০, ৫) বিন্দুটি বরুরেখার শীীর্ষাবন্দ্ু ] 


দেখাও যে 22 ++) 3 বক্ররেখার (1, 1) বিন্দুতে বক্তা ৮1 
3 /ঠু 


দেখাও যে 2-%৫) এবং 7- 4৫) বক্ররেখার বক্রতাকেন্দ্র (5১18) 
যেখানে 3৮7) 


1৪৯ 


0৮ - 2৮7 


১৮098 +)02) 
আচে 79 ৮ টি) ্্গপশার্পাশী্শি 
8 এ ০67 -- ১০৮ 


৩৫৮ কলন-বদা। 


এখন প্রমাণ কর ৮ (৫- 5110 4), )- 4 (1 - ০০3 1) বক্ররেখার বরুতা- 
কেন্দ্র 6১19), যেখানে 
০০৮5৫ (£1+ 511) )১ 197 74 (1 -0099 4) 
মনে কর *2₹-7৫-27251877 724 এবং ?7-হ-গ্ 2 তাহলে প্রমাণ 
কর প্রদত্ত বক্ররেখার বক্রতা-কেন্দ্রজের (8৮০10) প্রমান্রক সমীকরণ 
নিয়রূপ £  £-৫ (53107) 
172 (1-” 0095?) 


7. দেখাও ষে 7:7- 099517, )--& 510 4 বক্ুরেখার বকুতাকেন্দ্র (€₹১ 9), 


টে 


যেখানে ০০(৫-5] 0053 1 


৫ 
(0 ---] 91125 1 
ৰ | 
এখন £ এর অপনয়ন দ্বারা প্রমাণ কর প্রদত্ত বক্লরেখার বর্লতা-কেন্দ্রজের সম্মীকরণ 
৪ গ হি 
3 ]+ (১)- ভি $. 
1/ ? ৫ পা 


8. দেখাও যে -4 90338, 774 5173 9 বক্রুরেখার বরুতা-ব্যাসাদ্ধ 
- 32 হা ০০3 £ এবং বক্লুতাকেন্দ্র (€* 19) যেখানে 
৮ »2 0093 6736 0099 6 5173 9 
972 5175 94:36 5117 0 0092 & 
9. প্রমাণ কর /- 2৪ বক্ররেখার (1, 1) বিন্দুতে বক্রুত। বৃত্তের সম্মীকরণ নিশ্বরুপ 
(৮+4)+0-$)০-525 


10. দেখাও যে ৯/% + 7 - */৫ বরুরেখার এ ৫ বিন্দুতে বক্তা 


ব্যাসার্ধ অবম | 
হিয়া য়া 
11. দেখাও যে 0 +))5-45 বক্ররেখার বকুতা কেন্দ্র (* 19) যেখানে 
] 9 9.1 
৫০০2০432075, 10 -074+ 38078 
12. দেখাও যে )0-26+ 358 -55 বন্ররেখার (0, 0) বিন্দুতে বকুত৷ ব্যাসার্ধ 
গু 


2 পশ্পা 


3 


13. 


14. 


15, 


16, 


17. 


18. 


19. 
20. 


৩৫৯ 


দেখাও যে ৮+)- 2৪ + 0) +6%5 বন্ধরেখার (0, 0) বিন্দুতে বক্ততা 
বৃত্তের সর্মীকরণ (৫ + 8)(95 +)9) 7 20%+)), 

প্রমাণ কর 2- ৫ 005 4, )/-- 510 4 বরুরেখার £ বিন্দুতে বব্রতা ব্যাসার্ধ 
(62 510214105 0085081(4) 

প্রমাণ কর )- 4 1098 99০ %1৫ বন্ররেখার )-অক্ষের সমান্তরাল বক্ততা জ্যার 
দৈষধ্য ধুবক। 

দেখাও যে 7710) বক্ররেখার ষে বিন্দুতে বক্রত। ব্যাসার্ধ অবম যেখানে 
নম্বলিখিত সমীকরণটি সিদ্ধ হবে £ 

2 গু 3 গু 

3 (202 -2)11+14) | 

প্রমাণ কর যে একটি আঁধবৃত্তের কোন বিন্দুতে বক্রতা-ব্যাসার্ধের মান এ বিন্দুতে 
আভলম্বের ষে অংশ আঁধবৃ্ত ও নিয়ামকের মধ্যে অবাস্থুত তার দৈধ্যের দ্গুণ । 

7101 +6 005 6)-:১ 0৫1, বক্লরেখাটির ষে কোন (7, 9) বিন্দুতে 
বন্রতা-ব্যাসার্ধের মান নির্ণয় কর এবং সেই মান থেকে দেখাও যে 9-গ|/2 এর 
ক্ষেত্রে ০-/(1 +৫2)8, 

726 এবং 79- ৫ বন্তরেখ। দু'টির ছেদাবন্দু দ্টতে বক্রতার অনুপাত 3 : 1. 
২/2৫+ ২//- 4৫ বরুরেখার (১৮, )) বিন্দুতে যাঁদ বক্রতাকেন্দ্র (১) হয় 


তবে দেখাও *€ +1)-30+ 7). 





দ্বাদশ অধ্যায় 
অভিসারক 


12.01 প্রাথমিক মন্তব্য $ স্থানাঙ্ক জ্যামাত পড়বার সময় আমরা লক্ষ্য 

করোছ যে, কোন কোন বক্ররেখা সমতলের একটি "নির্দিষ্ট অংশের মধ্যে থাকে, আবার 
কয়েকটি বক্ররেখা বা উহার একটি অংশ বা শাখা অনন্ত পর্যন্ত বিস্তৃত হতে পারে। 
যেমন উদাহরণ প্বরূপ বলা যেতে পারে যে ১:৭+)/-5 এই বৃত্তটি সম্পূর্ণভাবে 
সমতলের সান্ত অংশে অবাস্থিত। কিন্তু ০৪7). ৫০ এই পরাবৃত্তটির ক্ষেত্রে আমর৷ 
দেখতে পাই যে উহা অনন্ত পর্যন্ত িষ্কৃত। আবার উপরোক্ত পরাবৃত্তটির জন্য দেখা 
যায় )৯- 2৫০ _ ৫5 বা). 4 4/%৪ _25, অতএব দেখা গেল পরাবৃত্তটির জন্য 
আমর! 7 এর দুইটি মান পাই । সুতরাং এখান থেকেই আমরা এই "সদ্ধান্তে আসতে 
পারি যে, * -)/* - ৫৪ পরাবৃত্তটির দুইটি শাখা আছে, যাদের বিস্তৃতি সীমাহীন বা 
সাঁমাবদ্ধ নয়। 

অস্তরকলন বিদ্যার প্রথম দিকে সীমার অধ্যায়ে আমরা -৯+:০০ বা 7৯০০ 
এই চিহ্ৃগুলির সহিত পাঁরাচিত হয়োছ। কিন্তু খন কোন বক্ররেখার অসীম শাখার 
উপর £ যে কোন একটি বিন্দু হয় তখন +-৯০০ বলতে ক বুঝায়, তা মোটামুটিভাবে 
এ অধ্যায়ে আলোচন৷ করা হবে। 

কোন বক্ররেখার অসীম শাখার উপর অবস্ছিত (9) স্থানাংক-বাঁশষ্ণ একটি 
বন্দু & কে অসীম (০০) এর 'দিকে বক্ররেখাটি বরাবর ব্লমশ অগ্রসরমান বলা হয় যাঁদ 
১ অথব৷ ) ব। এবং 9 উভয়েই +:০০ এর দিকে ব্লমশঃ অগ্রসর হয় এবং 4? বিন্দুর 
আলোচ্য বরুরেখা বরাবর অগ্রসর হয়। এর্প অবস্থায় যখন বরুরেখাটি সমতলে অনন্ত 
দূরত্বে একটি সরলরেখার আঁভমুখী হয় তখনই বরুরেখার আঁভসারকের (835701016) 
সন্ভাবন৷ থাকে । 


12.02' অতিসাররে জংজ্ঞা ঃ কোন একটি বক্তরেখার আঁভসারকের 
সংজ্ঞা হসাবে এমন. একটি সরলরেখ৷ বুঝায় যাহা মূলাবন্দু থেকে 'নার্দন্উ দূরদ্ে 
অবা্থিত হয়ে বক্ররেখাটির উপর মৃলাবিন্দু থেকে অসীম দূরত্বে অবস্থিত বিন্দুগ্ীলতে 
ছেদ করে। এরূপ সংজ্ঞা স্থানাংক জ্যামিততে দেখা যায়। কিন্তু এব্‌প সংজ্ঞা 
ভ্রান্তিমূলক । কলনাবদ্যায় আভসারকের ধারণা আমরা নিম্নলাখতভাবে করি । যখন 


আভিসারক ৩৬৯১ 


কোন একটি বক্ররেখার অসীম পর্যন্ত বিস্তৃত শাখাটির উপর ৮ যে কোন একটি বিন্দ্র 
হয়, এবং £ আলোচ্য বন্ররেখ। বরাবর অনস্তের ?দকে অগ্রসর হয় বা £-৯০০ হয়, 
তখন মূল বিন্দুটি থেকে একটি নির্দিষ্ট দূরত্বে একটি সরলরেখাকে এ বক্ররেখার একটি 
অভিসারক বল৷ হয়, বাদ এ সরলরেখাটি থেকে ৮ বিন্দুর দূরত্ব শৃন্যের (2০7০) 
আভমুখী হয় । 

এখন উপরোন্ত সংজ্ঞার্থ থেকে বল। যেতে পারে যে, যাঁদ কোন বক্ররেখা সম্পূর্ণভাবে 
সমতলের 'নার্দষ্ট অংশে অবাঁস্থত থাকে, তবে তাহার কোন আভিসারক থাকে না । 


অভিসারকের প্রকারভেদ 2 এতক্ষণ উপরে আভসারকের যে সংজ্ঞা 
দেওয়।৷ হল তাকে বল। হয় রোখক আঁভসারক (76011111681 ৪591001066)। 
রোখক ভসারক ছাড়াও বরুরেখ আভসারক (০0175111687 ৪50160966) নামে 
অন্য এক ধরণের আভস!রক দেখা যায়, যা আমাদের আলোচনার বিষয়বস্তু নয় । 
সুতরাং আমরা এখন থেকেই রোখক আঁভসারকের পাঁরবর্তে কেবলমাত্র আভসারক 
কথাটি ব্যবহার করব। 

আভসারক আবার বিভিন্ন প্রকারের হতে পারে, যেমন অক্ষদ্বয়ের সমান্তরাল এবং 
অক্ষদ্ধয়ের অসমন্তরাল। অক্ষদ্বয়ের সমান্তরাল আঁভসারকগুীলকে যথাক্কমে অনুভূমিক 
এবং উল্লস্ব আভসারক বলা হয় । আবার অক্ষদ্ধয়ের অসমান্তরাল অন্যান্য আঁভসারক- 
গুলিকে বল। হয় তর্ক আভসারক (17000117760 &$1001)09153) । 

এখন পরবর্তাঁ অনুচ্ছেদে আমরা বিভিন্ন প্রকার অভিসারকগুলির সম্বন্ধে বিস্তৃত 
আলোচনা করব এবং 'বাঁভন্ন ধরণের বক্লরেখার জন্য আভসারক নির্ণয় করার নিয়ম- 
গুীলকেও দেখান হবে যেগু'লকে আঁভসারক ননর্ণয় করার কয়েকটি কার্যকরী পদ্ধাত 
[হিসাবে বিবোঁচত কর৷ হবে । 

12.03 কয়েকটি বিভিষ্প ধরণের অভিসারক £ এক্ষেত্রে প্রথমে আমরা 
 %% অক্ষের সাঁহত সমান্তরাল আঁভসারকগুলর সম্বন্ধে আলোচনা করব । 

উপপাদ্ভ €) 2:-৪4 সরলরেখাটি )-/(%) বক্তররেখাটির একটি আভসারকের 
আবশ্যকীয় এবং পধাপ্ত সর্ত এই যে 1109) | -৮০০ যখন ০-৯৪+ 0, অথবা 
. ০-৯০-0 অথবা ১৮৪, 

প্রমাণ 2 প্রথমে মনে কার যখন 2-৯৪ -0 
তখন |) | -৯০০ অর্থাৎ )-৯+:০০; এখন ৮ বিন্দু থেকে ০. সরলরেখায় 
লঙ্ব দূরত্ব £7-.০--7% অথবা |72-2| যা ১-৪-০0 এই অবস্থায় শূন্যের 


৩৬২ কলন-াবদ্যা 


আভিমুখী হয় (| -০-৫ | _৮0)। সুতরাং এই অবস্থায় বলা যেতে পারে যে, ১- ৫ 
একটি আভসারক । 


৮১ ক তে 


১] 


পে 


০ 
লা 


| র 
1 
| 
| 
| 
র 

আর) রী 
| 
| 
। 


৯০৪১২ 


০01 7 

বিপরীতভাবে মনে করি -€- ৫ সরলরেখাটি একটি অভিসারক। 

আবার যেহেতু ০-৯৫ - 0, অতএব প্রমাণ থেকে বলতে পারি, 11) | ১০০, 
অন্যথায় 4 'বন্দুটি অসীমের (০০) দিকে অগ্রসর হতে পারে না বা ৮-৯০০ হয় না, 
যাহা আভসারক 'নর্ণয়ের জন্য অবশ্য প্রয়োজনীয় । 

আবার একই যুন্ত সহযোগে প্রমাণ কর যায় যখন ৮-৯৪+ 0 অথবা ৮৯৭, তখন 
যাদ 110) | -০০০ তবে »%-৫ একটি আভসারক এবং বিপরীত্জাবে কথাটি সত্য । 

এখন 4-অক্ষের সমান্তরাল আঁভসারক আলোচন। করা হবে । 


উপপাস্ভ 01) 7/-& সরলরেখাটিকে % - %€)) বক্ররেখাটির একটি অভিসারক 
হওয়ার আবশ্যকীয় এবং পরধাপ্ত সর্তাট এই যে | | -৯০০, যখন ৯৯4০ বা 
0৯৮, 





| 
লিির্ 
| 


চি 
নি 


প্রমাণ 2 এক্ষেত্রে উপপাদ্য (৫) এর মত খুব সহজেই উপরোন্ত সরাটিকে প্রমাণ 
করে দেখান যেতে পারে । 


উদ্দাহরণ !. 7. ন বরুরেখাটির ০» 5 সরলরেখা একাটি উল্লপস্ব আভসারক 


কারণ, যখন ১-৯5 তখন | 71 -৯০০ 
উদ্দাহরণ 2. 7- 07  বক্তরেখার নিয্ালাখত সরলরেখাগুল উল্লন্ব আভসারক 


১৫. 3 12১ ১ পা, 3০৯, 2 
উদ্দানরণ 3. 7০ 2: বক্ররেখার 2-০, একাঁট উল্লম্ব আভসারক কারণ 


11] 6412 ০ ০৯ 
১-১0+ 


আঁভসারক ৩৬৩ 


এ শী 
উদ্বাহুরণ 4. ৮৮: বররেখার %- 9 একটি উল্লম্ব আঁভসারক 
কারণ, যখন % -১০-, তখন )/- +০০ এবং যখন »-৯০+ ১ তখন )-* -০০, 


উদ্বাহরণ 5. 7- সে বরুরেখার 2৪ » 321] উল্লম্ব আভসারক। 
12.04 0 )-0 সমীকরণ দ্বারা প্রকাশিত বক্ররেখার অক্ষয়ের 
মানস্তরাল অভিসারক নির্ণন় 
এখানে মনে কার 10, 9) 5)/%/050) + 75465) + 07৮754/50) + 7 
+//%05)- 0 
উপরেন্তে -।একরণাঁটর থেকে আমরা দেখতে পাই যে উহাকে একাঁট 7 ঘাতের 
অবরোহণ অনুসারে সাজানে। হয়েছে । % (১), %:():--*প্রভীতি ফাংশনগু'ল 
৮ এর বহুপদ (0091910970181) ফাংশন । এখন উপরোক্ত সমীকরণাটকে )* দ্বারা 
উভয় দিকে ভাগ করলে উহাকে 'নম্নীলাখত ভাবে সাঁজয়ে দেখান যেতে পারে, 


/)+ ১0১) ++ 5৯4০0 + ৮7৮ ৯৮%০০)-০ 


এবার ধর। যাক যাঁদ কোন ক্ষেত্রে /-৯০০ এবং 11] 20-5০১ হয় তবে সেই ক্ষেত্রে 


)0/-৯০১৯ 
উপরোক্ত "দ্বতীয় সমীকরণাঁটর থেকে পাওয়া যায় %€6০)-0 অর্থাং 4(0৯)-০ 
এই সমীকরণাঁটর একটি বীজ €. 


এখন আবার যাঁদ, ৫২, ০এ, ৫৪. ৫ প্রভাতি %/()- 0 নলীকরণের বাস্তব বাঁজ হয় 


তাহলে আমর লিখতে পার যে ৮০০1, ১০০৪, ৯৯১১৮ ০4-০এবং তখন 
উপরোন্ত সমীকরণগুলকে £ঠ অক্ষের সমান্তরাল আভিসারক বলা হয় যাঁদ অবশ্য 
আভসারকগুীলর সাপেক্ষে ব্ররেখাটির অসীম শাখা বদ্যম!ন থাকে । 


আবার আমাদের জানা আছে যে যাঁদ /()- 0 সমীকরণের ০২, ০৪১ ৫৪: 
এইগ্ীল প্রত্যেকটি এক একটি বাঁজ হয়, তবে 4007 (-০3)0- 6৪) _ 65) 
*---" অতএব এখন আমরা 'নশ্বীলাখত সিদ্ধান্তে আসতে পার বে, একটি সাধারণ 
ধীজগাঁণাতিক বক্ররেখা 7, ))-০ এর % অক্ষের সনান্তরাল আভসারকগুণল 'নর্ণর 
করার সময়, ওই বক্ুরেখাটির সমীকরণে অবাচ্ছিত ) এর সবাধক ঘাত বিশিষ্ট পদের 
সহগগুিকে শৃন্যের সাহত সমান করে নিতে হবে। 

এখানে যাঁদ 7 এর সবাধক ঘাতাবাশিষ্ট পদের সহগ ধুবক হয় অথব। বাস্তব 


৩৬৪ কলন-বদ। 


উৎপাদকে 'বশ্লেষণযোগ্য না হয় তবে ) অক্ষের সমান্তরাল কোন অভসারকই এক্ষেত্রে 
থাক। সম্ভবপর নয়৷ 

আবার অনুরূপভাবে /(%, )) -0 এই সাধারণ বীজগাঁণাতিক বক্ররেখার 4 অক্ষের 
সমান্তরাল আঁভসারকগ্ীল বাঁহর করার সময়, এ বক্ররেখাঁটর সমীকরণে % এর 
সর্বাধিক ঘাতা বাঁশষ্ট পদগ্ুালর ধুবক ব্যতীত সহগকে শূন্যের সাঁহত সমান করে নেওয়। 
হয়। এক্ষেত্রে বাদ % এর সবোচ্চ ঘাতযুন্ত পদের সহগ ধুবক হয় ব৷ ইহার রোখিক 
উৎপাদকাঁট অবাস্তব হয় তবে ধর৷ যায় যে, % অক্ষের সমান্তরাল কোন আভসারক নাই । 


উদ্দাহরুণ 1. 2) _ 2) - ১: ++)/+1-50 বক্ররেখার আভসারক- 
গুল নির্ণয় কর। 
সমাধান 2 
১০0 বা ৮ অক্ষের সমান্তরাল আঁভসারকগুণল নির্ণয় করার জন্য আমরা »% এর 
সব্বাধক ঘাত 'বাঁশষ্ট পদের সহগ (0৪ ০) কে শূন্যের সহিত সমান করে পাই 
7৪ --০, 
বা 90-1)-০, 
)- 0, এবং )-1-9 
একইভাবে )- ০, বু। 2% অক্ষের সমান্তরাল আঁভসারকগুলির জন্য আমরা পাই 
7৪ -১-90 
বা 7%(-1)- 09 
72 এবং -1-0 
অতএব নির্ণের আভসারকগুলি 
১৮0 ] 2৮-|শ9 ) 


)-০ 7-1-0 | 


দ্রষ্টব্য ই চতুর্থঘাত সমীকরণাটর চারটির বেশী আভসারক থাকতে পারে ন|। 
উদ্বাহরণ 2. 297) _ 0525 752) এই ববকুরেখাটির অক্ষদ্বয়ের সমান্তরাল 
'আভসারকগুল বাহর কর। 
সমাধান 2 আমাদের দেওয়। আছে, 
2202 _ 089৫5 মত 902))9 
বা 2202 46252729027 0 
বা 02098 - 29) 41 03208 -0 


আভসারক ৩৬৫ 


এখন উপরের সমীকরণাটতে দেখা যায় যে, 7 এর সর্বাঁধক ঘাতযুন্ত পদের সহগ 
(০৪-2)। অতএব % অক্ষের সমান্তরাল আঁভসারকের সর্মীকরণ হবে, 
257-227-0 বা ০+2)0%-০)-0 
*৯০৮+০-7-0 এবং ৮-2-০, 
আবার একই ভাবে, 4 অক্ষের সমান্তরাল আভসারকগুনীলর জন্য % এর সবাধক ঘাত 
'বাশষ্ট পদের সহগ্গ (4 ৮৭) কে শূন্য সাহত সমান ধরলে পাওয়া যায় যে, )% + ৮৭ 
» 0১ বা (0+8৮)0/-৮)-০0, অতএব দেখ গেল যে, এখানে রোখক উৎপাদক- 
গুল কাল্পনিক, তাই 4 অক্ষের সমান্তরাল আভসারকগু'লি কাম্পানক সরলরেখা | 
অতএব এই বক্ররেখার 4 অক্ষের সমান্তরাল কোন আঁভসারক নাই। 


12.05 তির্ষক অভিসারক 

ডপপাঞ্ত $ যাঁদ কোন বক্ররেখার একটি অসীম শাখার )- 772 + ৫ একটি 
অভিসারক হয়, যখন ॥% এবং ৫ সান্ত, তখন 

17110) ১ এবং ০-11?॥ (0/-7%) ০ ৫) 
৮ ১০০ 
| % | ১০০ 

এখানে বরুরেখার শাখাঁটর উপর 4 বিন্দুর স্থানাঙ্ক ধরা হয়েছে (5, 3১). 

গ্রমাণ 2 ৮ বিন্দটি থেকে )- 17৫57 0 বা 0 -7712-0-0 

এই সরলরেখাটির দূরত্ব (4)---77৮4 

১৬/] 1712 

এখন যাঁদ )-77১+ ৫ এই সরলরেখাঁটিকে একাঁট আভসারক হতে হয় তবে এ ক্রমশ 
শূন্যের দিকে অগ্রসর হবে বা 4-0 যখন £-৯০০ অর্থাৎ %-৯+:০০. এখন যেহেতু 
7? কে সান্ত ধর। হয়েছে, অতএব, 


]1]) (৮-7%:2-৫)7-9 বা 110 (0 - 772) 7 ৫ 
| »% | ৯০০ | % | -৯০০ 


আবার আমরা যেহেতু জান ষে, 
/-71-50)-71501 
চিপ টি 


অতএব, 117 97৮). 10 বর 11 1 
" ডি ৮) || -০০ 170 % | 1 7৯০০৬ 
-০১০-০ 

11) 0 2 


| ০1 ৯০০ 9 


৩৬৬ কলন-াবদ্যা 
আবার বপরীতভাবে বলা যায় যাঁদ (4) এর সমীকরণগুলি 'সদ্ধ হয় যখন 7৯০০, 


তখন 7--7%:১- ৫-৯০ এবং এই কারণে -৯০, যাহা প্রমাণ করেষে 7- 77 - ৫.0 
বা )-772+ ৫ একাটি আঁভিসারক যেহেতু £-,০০, 


এখন উপরের প্রমাণটির সাহায্যে আমরা অসীম শাখ। সমান্বত কোন একটি বকু- 
রেখার % অক্ষের অসমান্তরাল আঁভসারকগুলি নির্ণয় করতে পারি । যেমন --7(%) 
বা) ))-0 ইহ। যাঁদ কোন বক্ররেখার সমীকরণ হয়, তবে সর্বপ্রথমে আমাদের 
রি যার ৮) ির্ণয় করতে হবে এবং বাভন্ন বকুরেখার ক্ষেত্রে দেখা যাবে 
উহার 'বাভন্ন মান্ত মান আছে। মনে করা যাক 7 এর্প একাঁট মান। এখন 
আমাদের 1177) (0 -71%) এর মান নির্ণয় করতে হবে ; মনে কার ইহা ৫". 


| ১ ণ ৯৩০ 
অতএব এখন বল যার যে )/- 7%:+0' এই সরলরেখাঁটি বক্ররেখাটিবর একটি 
অভিসারক । 


মন্তব্য 2 (1) বাঁদ বক্ররেখার সমীকরণ হয় )-772+07+ 809). যখন 
9(৮)-৯০, | % ] -৯০০ তখন আঁভিসারকের সমীকরণটি দাড়ায় 


07০77176410. 

. 17 105) 

(11) যাঁদ ৮109) বক্তররেখার ক্ষেত্রে উজির 
|). [100 -7%4:2]-65 হয় তবে ১৮৮৫)০০+ ৫3 
১৮০০ 
একাঁট ?তষক আভসারক হবে। 

(111) যাঁদ 702) বন্ররেখার ক্ষেত্রে 117) 10১01 12 


১৯ - ০০ 


এবং 111) [/0০) -7759] 765 হয়, তবে 2৭ 


১৯ তা ০৩ 


712১4 ৫এ একাঁটি তিক আঁভসারক হবে । 


পা 


উদ্দাহরণ 1. 7- না বক্ররেখার অভিসারগুল নির্ণয় কর। 
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সমাধান ৫ এখানে স্পষ্টতই দেখা যায় যে যখন ০-৯ 4: 1, তখন ০ ৮০০ 
সুতরাং ০.৮ 3] দুইটি উল্লম্ব অভিসারক। 


আভসারক ৩৬৭ 


এখন তর্ক আভসারকের জন্য আমর৷ লক্ষ্য করি 





77.» 1100) ) 2. 110] 2] 
ও চে ০০, ৭ ১০৯০০ ৯৯2 -] 
117) ০৫ 
এবং 63» ১৯ ২৩৩ -০০ 
যয সয় এছ) 0. 
০০৯ ০০ ২/৮৪ _1 £ 


অতএব /-.% একাটর অভিসারক । 
]1]) 7) 


৯ ৩০ ৩৫ 


অনুরূপভাবে যখন --৯-০০ তখন লক্ষ্য করি 775» ০], 


_ ]]]) (১:+7/)7-0 


০৯ -০০ 


অতএব )- -%, একটি আভসারক | 
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কিন্তু এই সীমাটির আস্তত্ব নাই । অতএব এক্ষেত্রে বক্লরেখাটির % অক্ষের অসমান্তরাল 
বা তিক কোন আভসারক নাই। এখন % অক্ষের সমান্তরাল অভিসারক নির্ণয় 
করার সময় আমরা দেখি যে, )-০1985 ১০০(5)-০০, যখন ৮ 2] 3 তি 
(0০0, +1, +৯2- ) 
অতএব % অক্ষের সমান্তরাল আঁভসারকের সমীকরণগুলি 
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12.06 £€৬০ ১) এই সাধারণ নীজগা পিতিক বক্রবেখাটির গু অক্ষফের 
অসমান্তরাল অভিসারক নির্ণয় 8 
মনে করি, 7 ঘাত বিশিষ্ট একটি বাঁজগাঁণতীয় বক্ররেখার সমীকরণ নিম্নরূপ 
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৩৬৮ কলন-বদ্যা; 
সমীকরণাঁটকে লেখা যেতে পারে 
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সমীকরণ ৫১)-কে 2%* দ্বারা ভাগ করে যাঁদ মনে করা হয় | | _৯০০ 


এবং ধর। যায় যে 17. 5০৮৮, তখন সেই অবস্থায় পাওয়া যায় 
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এখন বক্ররেখার 'বাঁভন্ন শাখার সাপেক্ষে ঠবাভন্ন নাঁতগুঁল নির্ণয় করতে হবে । 
মনে কার 7-77-%, এবং যখন 151 -৯০০১%-৯০। এখন 
আমর ২ কে 1৮44 রূপেও িলখতে পার, অতএব এর মান সমীকরণ 
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এখন উপরোন্ত সমীকরণাঁট থেকে % এর ঘাতগুলকে অবরোহীক্রমে লিখে পাওয়া 
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আবার যেহেতু আমরা জানি %/৮(7)-0, অতএব উপরের সমাঁকরপটিকে 2%%-হ 
দ্বারা ভাগ করে এবং- | % | -৯ ০০ (77০ ধরে ) আমরা পাই 
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আভসারক ৩৬৯ 


সুতরাং /-7%2+0 বা )-77 -%55107) 
1৮077) 


এই সরলরেখাটি ॥;' এই নাঁতাঁটর (51076) সাপেক্ষে একটি আভসারক যখন 
(72) ৮60 

অনুর্পভাবে 71, 77/”----অর্থাৎ %/,10%)-0 এই সমীকরণের বাঁজগুলর 
সাপেক্ষে আভসারকগুল হল যথাক্রমে 
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যারা রাগের 
এবং 0712 2 79, 1 4%07 )+₹০] প্রভাতি 


বিশেষ অবস্থা 5 যাঁদ % এর একটি মান যাহা %%07) 0 কে সিদ্ধ করে 
যেমন 72-777/ এবং %9 (%)+০ হয় ও এই মানের জন্য 4%-1071)7550 
হয়, ষখন ০০৯০০ হয় । অতএব 7: এর এই নির্দিষ্ট মানাঁটির জন্য বরুরেখাটির 
কোন আভসারক থাকে না । 

আবার যাঁদ (077) _ %০-$0%)-0 হয়, তবে 
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এই সমীকরণাঁট একাঁটি অভেদে পাঁরবার্তত হয় এবং তখন সমীকরণ (3) ০৮*-৭ দ্বারা 
অবরুষ্ভ হয়। ্‌ 

আবার সমীকরণ (3)-কে এখন *- দ্বারা ভাগ করে এবং ৮-৯০০ এবং 
1117 /07- ৮ ধরে পাই 
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এখন ৫' এর জন্য দুটি মান পাওয়া যায় যখন %%"€7%%)7-0 
ধরা যাক এই মান দুইট ৫1 এবং ৫£+। অতএব সাধারণভাবে আমরা 
দঁট সমান্তরাল আঁভসারক পাই, যথা 77:45 এবং 77105 


কার্যকরী নীতি £ যাদ /0, 0) ০, (7) + ৮714৮-5 [) 
৯-০%৮-০(১)+ 5 -0 একাঁট % ঘাতাঁবাঁশষ্ট বক্ররেখার সমীকরণ হয় তবে 


7 অক্ষের অস্মান্তরাল আভসারকগুলি নির্ণয় করার জন্য 'নস্বীলাখত পচ্থাগুল 
অবলম্বন করতে হবে। 
২৪ 


৩৭০ কলনসাবদা 


ক) প্রথমে অক্ষদ্বয়ের সমাস্তরাল আঁভসারকগুলি 12.04 অনুচ্ছেদে বার্শত 
নিয়মগলর দ্বার। নির্ণয় করতে হবে । 

(খ) এবার »%%%(77/5) এ 2: 1 এবং )/-7% বাঁসয়ে 707) বাহর করতে 
হবে। এক্ষেত্রে মনে করতে হবে %%07%7)- 0 এবং 71 2 715,712 7718১-:7778 
এবার এই অবস্থায় %/'%(7%) নির্ণয় করতে হবে। 

গে) এখন 27-45-1071) এ 2.1, ১71 বাঁসরে %/,_1(71) নির্ণয় 
করতে হবে। 


(ঘ) পরে 777; এর জন্য ০০৫১ ০ 45 0775) এর মান নির্ণয় 
1 (7775) 
করতে হবে, যেখানে %/%,0%2,) ৯০. 
অতএব বলা যায় এখন )- 71524 5 একটি আভসারক, অনুরূপভাবে 
/7/.717725 7713 প্রভীতর সাপেক্ষে আঁভিসারকগল নির্ণয় করতে হবে । 
(৩) যাঁদ 7 এর কোন একটি মানের জন্য %%'7) - 0 হয়, তবে সমান্তরাল 


আভসারক 'নর্ণয় করার জন্য অগ্রসর হতে হবে 


উদ্দাহরণ £. 20৪ 15020) - 20/2--7/9 + 22 -95-2 এই বরুরেখাটির 
আ'ভসারকর্গুলি নির্ণয় কর। টু 
সমাধান £ এখানে 2৪ এবং 93 এর সহগগুি ধুবক হওয়ায় বক্ুরেখাটির কোনও 
উল্লম্ব বা অনুভূমিক অক্ষদ্বয়ের সমান্তরাল আভসারক নাই । এখন 
(০৮০ 1০00-90-9১) 
এই রাশটিতে -.* 1, এবং )-7% বাঁসয়ে পাওয়া যায়, 
%/9 (7%৫) 7 1 17177705779 
4/9'(717)- 1] -_ 2711 _ 37779 
এখন যাঁদ 90৮) - 0 হয় তবে,7- 1, _1, 71, 
আবার 'দ্বঘাত [বিশিষ্ট পদগুীল (১ - 08) এর জন্য ৮- 1, এবং 77 বাঁসয়ে 
পাওয়া যায়, 
%/2 (71) -০ 1 77702. 
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অভিসারক ৩৭১ 


আবার যেহেতু 4/'৪(- 1) 0, আমর! সমান্তরাল আঁভসারকগুলি সম্বন্ধে এখন 
'আলোচন৷ করব । নিম্নীলাখত সমীকরণটি থেকে ৫ এর মান পাওয়া যাবে । 
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সুতরাং দুইটি সমান্তরাল আভসারক )- -% এবং )- -%-1 
অতএব বক্ররেখাটর 'নর্ণেয় আভসারকগ্ীল হবে )-%, )- -%১ ১৭ 
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উদ্দাহরণ 2. 2১--279 + ৮02 -))+90৮-))+1-0 এই বরু- 
রেখাঁটর আঁভসারকগুলি নির্ণয় কর। 

সমাধান £ এখানে যেহেতু ৪ এবং )3 পদ দর সহগগুল ধুবক অতএব 
ইহার কোন অনুভমিক বা উল্লস্ব আভসারক নাই। অতএব এখন )-.71:+ ৫ 
আকারের তিক আঁভসারকগুলি নর্য় করতে হবে । প্রথমে 'ত্রিঘাতাবাশষ্ট পদ- 
গুলিতে ৮ 1 এবং 77 বাসয়ে পাওয়া যায় 4,077) - 1 _ 2775 77102 771) 
৮ (1 -7-771)01 17770027171) 

এখন 'দ্বিধাতাঁবাঁশষ্ট রাঁশমালা )0%- 9)তে ০ 1, এবং )-177 বাঁসয়ে পাই, 
45 (71)-17101 771), এখন %/%(7) 7 0 হলে 7777 1, _ 1১ -য় হয়, আবার 
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এখন 777 1 হলে, ০770 717 -1 হলে ৫27 -1 এবং 71. 
হলে, ৫৯-এহয়। জুতরাং 'নর্ণেয় আভসারকগুঁল হবে, )/--25 7-7 -১০-] 
এবং 7). -207%-1) 

: অর্থাৎ ---০, ++1-0 এবং +2)/-1 নির্ণের আভসারকতরয়। 

1207 বীজগ্বাণিতিক বত্ররেখাগুলির অভিসারক বাছির করার, 
একটি প্রয়োজনীয় বিকল্প পদ্ধতি 2 

ধরা যাক কোন্‌ একি বকরেখার বাঁজগাঁণাতিক সমীকরণ, 
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যেখানে 7251252090৮ + 212055074১4 2507৮ শত 5০717,00)15)] 
॥-ঘাত বিশিষ্ট সমমান্রক ()017)095516905) পদ, £-$ একটি (%/-1) ঘাত, 
বিশিষ্ট সমমান্রক পদ এবং এইভাবে পরপর আমরা লিখতে পার । 

এখন যাঁদ 7713, 7715১ 177৫8 -"" প্রভাতি //,,077) - 0 এর 'বাঁভন্ন বীঁজ হয় তবে 
সমীকরণ তত্র থেকে আমরা বলতে পাঁর যে, %?--171, 71 77715 প্রভাতি %%0%)এর 
এক একটি উৎপাদক ; তাহলে ৯৫, _ ঠা:)007-171550--5. 

অতএব এখন )-71+১-0, 7/-75-0 প্রভৃতির সমান্তরাল সম্ভাব্য 
আঁভসারকগুীল যথাক্রমে 12.04 এবং 12.08 অনুচ্ছেদে বার্ণত প্রণালী দ্বারা নির্ণয় 
কর৷ যেতে পারে । 


অবন্থ1. মনে করা যাক যে, 7-/7১- রাশিটি £% এর একাঁটি অনাবৃত্ত 
(0090-1905816) উৎপাদক, অতএব এখন সমীকরণ (4) কে লেখা যেতে পারে, 
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এখানে 0%-:17- 07177520600 -771590-১-০, ]. একাট.7/-_ 1) ঘাত বাঁশষ্ট' 
সমমান্রক রাশিমালা যাতে (/-7£1১) উৎপাদক অনুপস্ছত। আবার 
£-5 [2 £2-8747- 4৮] 01 -1) তম এবং নিম্বতর ঘাতযুন্ত পদসমষ্টি । 
এখন 12.06 অনুচ্ছেদাট থেকে আমরা লিখতে পাঁর যে, )-7%1+2- ৫3 একটি, 
))-77২১-.0 এর সমান্তরাল অভিসারক বখন ০5২ -117)  (00-7715) 
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অতএব আঁভসারক হল, 07177111204 111 5 ₹0 
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এখন উপরের সীমাগুলর মান নির্ণয় করতে হলে, )/-7155 বাঁসয়ে ১৯০০ 
ধরতে হবে। 


অবস্থা] ধরা যাক ()-71” 2), £% এর একটি আবৃত্ত (60625) 
উৎপাদক । অতএব সমীকরণ' ৫4) থেকে পাওয়। যায় 
€) 77175) 2 975 + 4১ চি এ স্0 বি '**(০) 


আভসারক ৩৭৩ 


যেখানে 0%-5 একটি (%-2) ঘাত 'বাঁশষ্ট সমমাত্রিক পদ এবং £,,_ 
(৮৮-২1-5779, 872) তম পদ এবং নিশ্নতর ঘাতযুন্ত পদসমূহের 
গ্বারা গঠিত | 

এখন উপরোন্ত পদ্ধাতি অনুসাদর )-7%17১-0 এর সমান্তরাল আভসারকের 
সমীকরণ হবে 77 -7727”- 0৮, যখন 


০77 1117) (0 - 7172) এবং 
১৮৯০০ 


71779 -111) 0) 
০৯০৩ টু 
সুতরাং সমীকরণ (০) থেকে অভিসারকের সমীকরণ লেখা যায়, 


৪ 
প 4 ]]া) 4957 17578 হল () 


৪ 
১৯০০ 1৬-%& 


আবার যাঁদ (-777১0, £_; এর কোন উৎপাদক ন৷ হয় তবে ইহা লক্ষ্যনীয় 
ষে ৫৪৮ একটি সীমার দিকে অগ্রসর হয় না, অতএব - 717 এর সমান্তরাল 
কোন অভিসারক নাই । 

অপরপক্ষে, যাঁদ 4/2,-$ এর একটি উৎপাদক 7»/-77,2 হয় এবং £),-২ - 
€)--77৮9) 4₹*-এ হয়, তবে আমর। সমীকরণ (০) থেকে পাই 

(0 -77175)2+ 00 -7717) 459 + 459 0 
(07-2 1.৮ % 
অতএব পূর্ধের আলোচন৷ মত আঁভসারকগুল হবে, 


117) 1529 ৯111 রিমির _0 
ছিলি ০0,-4 নি? উপর 





(0/-771720)2 + 07-717-0 
এখানে মনে রাখা উচিত যে সীম। বাহর করার সময় 


]1]0 )) ফি 
০) কেন 


1727. ৮০ 

এইভাবে দেখা যায় 7, এর দুইটি আবৃত্ত উংপাদকের জন্য দুইটি আভসারক 
আছে। 

অনুর্পভাবে আমরা 4 এর দুই বা ততোধক আবৃত্ত উৎপাদকের সাপেক্ষে 


আঁভসারকগুণীল 'নর্ণয় করতে পারি । 


বিঃ দ্রেঃ ৫) যদ অবস্থা ৫) এর ক্ষেন্রে (0/- 71550 এর পারবে 
€৫2%+8)+০) একটি উংপাদক হয়, তখন বক্ররেখার সমীকরণ হয় 


৩৭৪ কলন-াবদ্যা' 


(৫১ + ৮)/+ ০) £%-5. ৮৮-5২-7০0১ এখন প্রমাণ কর। যায় যে ০৮ + ৮)+ 0 এর 


কী 
£ 72 


0, 





সাপেক্ষে অভিসারক হবে, (০০৮+80)+০+ 900 


যখন ঃন্রী 2/5%- - ৮ 

(7) ০) অক্ষের সমান্তরাল ভিন্ন আভসারকগুলির নাত %% 07%)-0, এর 
বাঁজগুলর (যাহাদের সংখ্য। % এর বেশী নয় ) থেকে পাওয়া যায় । অতএব আমরা, 
7 এর আঁধকপক্ষে 7% মান পেতে পার যার দ্বারা আঁভসারকগু'লর নাঁত 91016) 
সকল পাওয়া যায় । আবার ০৪ 0) +4/,-1 0%)-50 এই সম্ীকরণটির থেকে 
7% এর প্রত্যেক মানের জন্য, ৫ এর একটিমাত্র মান পাওয়। যায়। অতএব % ঘাত- 
বাঁশস্ট একটি বক্ররেখার আঁধকপক্ষে % সংখ্যক আঁভসারক থাকে । 

কোন বশেষ ক্ষেত্রে যাঁদ দেখা যায় ষে কোন বক্ররেখার একাধিক )--অক্ষের 
সমান্তরাল অভিসারক আছে তবে সে ক্ষেত্রে প্রমান করে দেখান যেতে পারে ষে 
/৮ 07) 0 এর ঘাত 7 অপেক্ষা সেই সংখ্যা কম হবে । এখন ইহা লক্ষ্য করার বিষয় যে, 
কোন একটি বক্ররেখার % অপেক্ষা বেশী আঁভসারক থাকতে পারে না। কারণ এমনাক 
সমান্তরাল আভসারকের ক্ষেত্রে ৫ নির্ণায় সমীকরণটি দ্বিঘাত হয়»। তখন //5077) - 0 
এই সমীকরণটির ক্ষেত্রে আমরা %: এর দুইটি সমান মান পাই ; সুতরাং দুই সমান বীজ 
সাপেক্ষে দুটি এবং (% _2) সংখ্যক অপর আভসারক পাওয়। যায়, আবার যাঁদ ৫ নিরাঁয় 
সমীকরণটি একটি 'ব্রধাত সমীকরণ হয়, সেক্ষেত্রে দেখান যেতে পারে যে, 401) এর, 
তিনটি সমান বাঁজ থাকে । এইভাবে আমরা অপরাপর অবস্থাগুলিকে দেখতে পারি । 

অতএব আমরা এই সিদ্ধান্তে আসতে পারি যে, ॥ ঘাতের কোন একটি বক্ররেখার; 
॥ সংখ্যক আভসারক থাকতে পারে, কিন্তু কখনই % এর বেশী সংখ্যক আভসারক- 
থাকা সম্ভব নয়৷ 


12.08. পর্যবেক্ষণ দ্বারা অভিসারক নির্ণয় 

যাঁদ কোন বক্ররেখার সমীকরণ £ +47%-2-.0 এই আকারে দেওয়া থাকে, 
যেখানে £% বং £-এ যথাক্রমে % এবং (% - 2) ঘাতের বহুপদী রাঁশমালা, আবার 
যখন £% কে % সংখ্যার রোখক উৎপাদকে বিশ্লেষণ করা সন্ভবপর হয়, যাতে উহা। 
যখন শূন্যের সাঁহত সমান কর! হয়, তখন % সংখ্যক এমন সরলরেখা পাওয়। যায় 
যাদের কোন দুইটি সরলরেখাই পরম্পর সমান্তরাল নয় ; তখন এই অবস্থায় প্বেক্ষণ 
দ্বার বল যায় ষে বরুরেখার আভিসারকগু'লি হবে £%-০, 


আভস্ারক ৩৭৫ 


12.09 কার্যকরী নীত্তিঃ 7% তম ঘাতের বাঁজগাঁণিতক বক্ররেখার 
আঁভসারকগুল নির্ণয়ের জন্য নিম্নীলখিত নিয়মগুলি পরপর ব্যবহার করা সুবিধাজনক 
হয়। যেমন £ 

যাঁদ দেখ। যায় বক্ররেখার ঘাত %, তবে বলা যেতে পারে যে, এ বক্ররেখাটির সম্ভব 
হলে £%সংখ্যক আভসারক থাকতে পারে ৷ 

এরপর অক্ষদ্বয়ের সমান্তরাল আঁভসারকগু'ি নির্ণয় করার জন্য 12.04 অনুচ্ছেদে 
বণিত নিয়মগুলি ব্যবহার করতে হবে। 

এখন উচ্চতম ঘাতযুন্ত পদগুলকে বাস্তব রোৌখক উৎপাদকে বিশ্লেষণ করতে হবে । 

যাঁদ (-71:5)থ বা ৫9৮+ ০) + 6), % তম ঘাতের একটি উৎপাদক হয় 
তখন সেখানে সমান্তরাল আভসারক থাকতেও পারে, আবার নাও থাকতে পারে । 
যাদ (),-77757), 0/-_ 1) তম ঘাতযুস্ত পর্বের একাঁট উৎপাদক হয়, তবে সেখানে 
সমান্তরাল আভসারক পাওয়া যেতে পারে, অন্যথায় সমান্তরাল আভসারক পাওয়া 
সম্ভব নয়। 

ষাঁদ, সমান্তরাল আভসারকগুণীন (0 -71,)5 এই উৎপাদকটর সাপেক্ষে 
পাওয়া বায়, তবে 0/-77520)5 কে (৫ -1) তম ঘাতযুন্ত পদের একাঁট উৎপাদকর্পে 
অবশ্যই পাওয়। যাবে এবং (% _-2) তম ঘাতাবাশষ্ট পদের (0/-777:2) একটি 
উৎপাদক হবে, এইভাবে পরপর (07152) এর উচ্চতম ঘাতগু'লর জন্যই একই 
উপায় অবলম্বন করা যাবে । 


উদ্দাহরণ ॥. 
5 - 5502 4+ 8590) 49 _ 302 4+ 9) 695 2) -22+1-779 
এই বক্ুরেখাটির আভসারকগুল বাঁহর কর। 


সমাধান 2 এখানে দেওয়। আছে, 
(0১9 _ 52072 47 8220) 4৮2) 302 + 9200 - 622 -2))-2%+ 1790 
এখান থেকে পাওয়া যায় 0১ - 525))2 + 89০8)) _ 4265 
-(0-2) (0 45 + 42৯) 
-(0-5) (0- 29)* 
সুতরাং বক্ররেখাটির সমীকরণ্টিকে লেখা ষেতে পারে, 
(০ -৮৮)0- 29)2 - 3012 + 9%)) 6227-20-22 + 1 
এখন মনে কার *১-%- এ ১,074 4 25 


৩৭৬ কলন-বদয় 


এখন ) এর মান বক্ুরেখার সমীকরণে বসিয়ে পাই, 
(4 2)2 7307 4) + 95057 এ) 76১9-20-44) 
-25%+170 রি ্ ১৯ (1) 
(1) নং সমীকরণের »* এর সহগ শূন্যের সমান করলে পাওয়া বায় 
44-31+9-6, বা 470 
আঅভসারক হল )-০-0 
আবার বন্ররেখার সমীকরণাটতে )- 227 4, বাঁসয়ে পাই 
(১ +44)42 - 30297 4) 2 7 9১024 4) _ 6১5 42044) 
- 22017 1750 
এখন উপরের সমীকরণাঁট থেকে 2 এর সহগ শূন্যের সমান করলে হয় 
449-34+2-0, বা (4-1)04- 2)-0 
এুস্প 1১2, 
সুতরাং আঁভসারকগুলি হবে 7-27%-1 এবং )-2%-2. 
অতএব নির্ণেয় আভসারকগুনি )-০১ ৯2১41, ০2942 


উদ্ধাহরণ 2. দেখাও যে ১৪) - 2555 +0) বকরেবাটির আভসারকগু'লি 
এমনু একাঁট বর্ক্ষেত্র সৃষ্টি করে যার বাহুর দৈধ্য 26. 


সমাধান 2 ১7 -০৪ (৭4772) এই সমীকরণাঁটকে লেখা যেতে পারে, 
2275 -222থ -28)2 09 
বা 52002 - 22) - 22070 ব। 2200+ 2)0- 2) - 22৮9 
* এখানে পর্যবেক্ষণ দ্বারা আঁভসারকদ্ধয় পাওয়। যায়, 
772১ )- 7৮ বা )-732 
আবার উপরোক্ত বক্ররেখার্টির সমীকরণকে নিস লাঁখতভাবে [িলখে পাওয়া বায় 
0)2092 -22) 7 22270 | 
বা 02097 2)02- 2)- 2227 0 
এখান'থেকে পর্যবেক্ষণ দ্বারা আঁভিসারকগুলি পাওয়। যায় 
১৮. -2৮-০2 বা 2» 34. 
অতএব এখান থেকে সহজেই দেখা যায় আলোচ্য বক্ররেখাটির আভসারকগ্মুল 
এমন একটি বর্গক্ষেত্র সৃষ্ট করে, যাদের কৌিক 'বন্দুগ্ুল যথাক্রমে €৪, 2), 
(4৫, ৫), (2, - ৪) এবং (৫, - 2) অর্থাৎ বর্গক্ষেত্রের প্রত্যেক বাহুর দৈখ্য 24. 


বআভসারক পিএ 
12.10 গ্রুবীয় (১০181) বত্ররেখাগুলির অভিসারক নির্ণয় 
মনে কার 7-79) কোন একটি বক্ররেখার ধ্রুবীয় সমীকরণ, যাকে লেখা যেতে 
পারে, 
] ] 
(£ ৮76)-?6, মনে কার ) রি রি (1) 
মনে কাঁর 4, বক্ুরেখাটির আভসারকের উপর যে কোন বন্দু, যার স্থানাংক 
€/, 6), যখন £ _৯ ০০, ₹-৯ ০০ অর্থাৎ %(6) _৯ 0. এখন মনে কার %()-0 


এই সমীকরণের বীজগ্ুলি, 69- 4১ 19, %, -* ৮ প্রভৃতি; এখন বকুরেখাটির 
৪.4 এর সাপেক্ষে যে কোন একটি শাখার জন্য মনে করি, 
7? ০05 (9 টি ০.4) ৮00 রঃ হি (2) 


এই সরল.রখ।ঠ এ শাখার একটি আভসারক। 


এখন 1 01৬, মূলাবন্দু 40* থেকে সরলরেখাটির উপর লম্ব এবং 4 707 
-*.৪) মনে কার, ০9 এর বিস্তুত অংশ আভসারককে 0 বিন্দুতে ছেদ করে। 
মনে কর 4 বন্দু হইতে সরলরেখাটির উপর লম্ব 2 





7১475 20 ০০৪ 04৮4 
-(০00- ০9৮) 695 0014 
11) 590 (9 - ++) 16) 1 ০95 (6- 55) 
--17-106) ০95 (9- 4.1) 
এখন যেহেতু 7 0095 (9 -45)-*1 একটি আভসারক অতএব £4 -৯ ০, 
যখন 4 -৯ ০০ অর্থাৎ আলোচ্য শাখাটির জন্য ৪ _৯ *. 
৪ এ (2710) ০০৪ (-৭5)1-0 


বা গা, ১09) ০০৩ 0৪-4২)-% 
9 --» ০ 


৩৭৮ কলন-বদ্যা 


এবং যেহেতু ৮ সান্ত এবং /09) - ০০ খন ৪ _৯ , অতএব 
11] 
6 _৯ 4. ০০5 (6--*০$)-70 
০৮ ০০1 ত্র বা ত£হ,*০-212 
[517 (9--5) 


০ ?() 
| এখানে দেখা যায় সীর্মাট আকারের | 


] এ 
আবার 21 769) 0093 (6-4.)-] 











_ 1170 -09$ (8-*) 
6-৮ ৪৪) 
8 
10) 


সুতরাং এখন 7 ০০3 ৫ -*২)- এই সমীকরণটিকে পারবার্তত আকারে 
এইভাবে দেখান যায়, 


পপ হি 
7 ০505 (6 - ০.4 2/2) ₹ 5) 
টিনা 1 
অথবা-1' 517) €-০-ভদূহ) ইহাই নিঞ্চেয় অভসারক। 


এইভাবে বক্ররেখার,বিভন্ন শাখাগুলির সাপেক্ষে সম্ভবপর ,অভিসারকগুলি হবে 
] শে হক এ. ] রা হক 1 ৪৬৪ 
7 511 (9 | 9) %) 7 511) (9 -7) দি প্রভীত। 


কার্যকরী নিয়ম £ €) প্রদত্ত সমীকরণ 7»? বসাও, (2) 0 জনা ৪এর 


মানগৃাঁলি নির্ণয় কর (মনে কর একটি মান 91), (3) গা ৪ নির্ণয় কর এবং 
1৫--৯ 
0৯9২ 
মনে কর এই সীমা ₹1, (4) 7 510 (6: -6)-1/ একটি অভিসারক। 
উদ্দাহুরণ 1, 7 510 297 2 0093 39 এর ষেকোন একটি আভিসারক নির্ণয় 
কর। রি | 
জমাধান £ এখানে 517 29-+ 693 38 .- ৫% ০09 39 (1) 
£%-0 ষখন 5110 29-0 
বা 29স্ঠগ *২ ৪.2, 70, 4], 42... 


আঁভসারক ৰ ৩খ১ 
এখন (1) এর সমীকরণের উভয়াঁদকে 9 এর সাপেক্ষে অস্তরকলন করার পর হয় 

2 005 2972 এ. 0095 39 - 374 910 39 

৫60. ____2 ০9539 

22 2 ০95 294 324 511 39 


আবার &- ০0 এবং 9-0 বাঁসয়ে পাওয়া যায়, 
(27 টি 
24 1৪-০0 2 
অতএব খন ৪9-০0, তখন আভসারকের সমীকরণ, 


7 511) (০-৪)--১, বা 7 510) 0.4. 
4০ 


উদ্বাহরণ 2, 7” 51 6 ০% (% ১1) এই ধুবীয় বক্ররেখাটর আভসারক 
নির্ণয় কর £ 


সমাধান 2 এখানে দেওয়া আছে 


775 9110 719 7202 
?॥ 
911] 710 (৫) হল 0221475 ] টি? 1/ 1 | 
1 
?/-7-0 যখন 5110 7970 


তে রঃ ৪- এ (মনে কার) 





আবার যেহেতু &* উভয় দিকের লগাঁরদম নিলে হয় 


7 198 ৮/- 108 511) 779 _- 105 (৫%) 
এখন অস্তরকলন করে পাওয়। বায়, 


7, 1. 42. 7 ০9576 


24 রী ? 
গর হা হভি 





চে 
74 10% 7189 0059 719 
৫ 14 0০01 716 ভর 91) 779 "লা 
29 ৫ 911) 79 


/তে 
০০5 (৮- 77) 
2] 0099716. _১] 7 / ০০১ 


১ ভি ০, ঠ 0 


৫ ডি € ৮ গু 
91] 7779 911) শা 


€6৮9 কলন-গবদ্যা 


যখন ০-৯/, 
7 


9 
০, পশ০ 


সুতরাং নির্ণেয় আভসারকটি হল, 


৪] (6-০)-0, ব| ৪০০, 


বিবিধ অনুশীলনী 12 


9 +25-1 


1. দেখাও যে )- বর্ুরেখাটির উল্লম্ব আভসারক »%-০১, এই 





সরলরেখা ৷ 
এখন দেখাও যে 110) )15- 1 এবং 110) [)- %]-2 2 


০৯4০০ ১৯ ও ০০ 


উপরোন্ত সীমা থেকে ব্যাখ্য/ কর )-১+2 সরলরেখা বক্ররেখার একটি 
আভসারক। 


2. দেখাও যে )--+10985 বক্ররেখার ১-0 একটি উল্লম্ব আভসারক। 
পুনরায় প্রমাণ কর বক্ররেখার কোন তর্ক আভসারকম্মাই ৷ 
3... দেখাও যে 7- ৫-* 510 ১+ ৩ বক্তরেখার কোন উল্লন্ব আভসারক নাই ! 


প্রমাণ 111 01971 এবং 110) [7-%1-9 
৯4০০ ০৮৮ 4০০ 


এখন পাঁরফ্কারভাবে বুঝাও যে যখন ০»-৯+০০ তখন )-০% একটি 
আঁভসারক । 

4. দেখাও যে /-০1০৪( ৪ + &) বরুরেখার ৮: _% এবং /--:+$ দুইটি 
আভসারক । 


5. যাঁদ একটি বক্তরেখা ১৮-%(৫) এবং )-%/৫) দ্বার প্রকাশিত হয় তবে 
দেখাও যে )-৫ একটি অনুভূমিক আঁভসারক যখন %৫৫১)-০০ এবং 
/(০%-৫ এবং %-& একটি উল্লম্ব আভসারক খন ধ(৫০)-০০ এবং 
%(0/০)- ৪, 
পুনরায় দেখাও যে ০/--7%7+€ বক্ররেখার একটি আঁভসারক যাঁদ %৫/০) 
-:(০)-০০ এবং 


110 0০217: 110): [0)-77%0)1-5 সিদ্ধ হয়। 
/-৯৫০ %00 1৮৫90 


সপ 


অভিসারক ৩৮১, 


10. 


11. 


13, 


14. 


15. 


24. 15 


প্রমান কর 7. :2& %-$ সরলরেখ দুইটি ০৮175 ; ৮» 


বক্ররেখার আভসারক । 

দেখাও যে 

209 55075 + 820৭ _ 4555 302 + 90) _ 652 + 20 - 2৮--] 
বক্ুরেখাটির আঁভসারকগ্ঠুল )- ০, )-৮ 22+ 15 ১7 2%4+2 হবে। 
প্রমাণ কর ০৪ +7/১ - 32:) বন্ররেখার »৮+)+০2-0 এক আভসারক। 
[ সংকেভ 2 7 +০/ 7 0+-/)0৮2 -7)/+2)) ] 

দেখাও যে 42275 _ %৭-০৪-0 বক্লরেখার আঁভসারকগুঁল একটি 
বক্ষেত্র সৃষ্টি করে । 


65 _ | 
এবং 7 511) (9+1)7- -212 


৮০] 
প্রমাণ কর 7 ৫6-. বক্ুরেখার আভসারক দুটি 7 97009-1)--প. 


দেখাও যে 5202 2০2) - 2058 +9+)+ 170 

বরুরেখার আভসারকগুল নিশ্বর্প £ 

১০০০, 2০19 7-0,0- 1 

দেখাও যে (১৪+1/2)* - 20% +)2) বরুরেখাগুলির আঁভসারকগুীল' 
7৮-07-721১ +7- 721, 

দেখাও যে (0-77720-0) £% -7 7 £৮-% 0 আকারে প্রকাশিত বক্ররেখ।র 
%/-1772+ 0 একটি আভসারক হবে যাঁদ £%-॥ এবং £2%-৭ দুটি ৮-এর 
বুুপদ রাশ যথাক্রমে (%-1) ঘাতের এবং (%-_2) ঘাতের হয় এবং 
£,_-+-50 সমীকরণটির মধ্যে )-/7% এর সমান্তরাল সরলরেখা ন৷ থাকে । 
প্রমাণ কর (০+০)20৮+2)+ 2)-(+9)-2)-0 বক্ররেখার আঁভ- 
সারকগুণল +)/- 22 */5ু এবং +2)+2-0. 


হু গু 
রা 2৪1 পরাবৃস্তের আভসারকের জ্যামাতক সংজ্ঞা 
লেখ । এই ব্যাখ্যা অনুসারে নিশ্নীলীখত বক্ররেখার অভিসারকগু'ল নির্ণয় 
করার সময় লক্ষ্য কর ষে অভিসারকের সংখ্য। অনস্ত 
রর (4 ))202+2))+ 2) -০%+9)/- 2. 


তাহলে এ জ্যার্মাতক সংজ্ঞা সম্বন্ধে তোমার মতামত কি ? 


স্থানাংক জ্যাঁমাতর 


৩৮২ কলন-বদ্য। 


16. দেখাও যে 2:0-3)% - 3) -1)-0 বঙ্করেখাটির আভিসারকগুলি একটি 
'ভুজ গঠন করে। 

17, 79-4 বন্ররেখাটির আভসারক নির্ণয় কর। 

[ উত্তর : 7 510 6..6] 

18. প্রমাণ কর 7 1910 6-৫ বক্ররেখারটির আঁভসারকগুলি 7-41% বৃত্তটির 
স্পর্ণক। 

19. প্রমাণ কর 720৫2 + 9) -39(৫থ - 2৫৪) বব্ররেখাটির কোন আঁভসারক 
নাই। 

20. দেখাও ষে %3)/- %/2+%)/++%-)-0 বক্ররেখাটির আঁভসারকগুঁল 
বন্তরেখাটিকে যে তিনটি 'বন্দুতে ছেদ করে সেই তিনটি বিন্দু ৮+-0 এই 
সরলরেখায় অবাস্থৃত। 


ব্রয়োদশ অধ্যায় 
এনভপ ব। মোডক 


13.01 মনে কার, (১-6)+)2-৫৪ ইহ। একটি বৃত্তের সমীকরণ. তাহলে 
'এই সমীকরণ থেকে দেখা যায় যে 6 এর 'বাঁভব্ল মানের জন্য উপরের সমীকরণটি থেকে 
'বিভন্ন বৃত্তের সমীকরণ পাওয়া যেতে পারে, কিন্তু এ বৃত্তগুলির প্রত্যেকটির মধ্যে একট 
সাধারণ গুণ দেখা যাবে, যথা- প্রতোকটি বৃত্তের ব্যাসার্ ৫ ও উহাদের কেন্দ্রগুলো 7 
অক্ষের উপর অবাঁস্থত। এখন ৪ এর 'বাঁভন্ন মানের জন্য যে বিভিন্ন বৃত্তগঁল পাওয়া 
যাবে তাদের মর্থাং 9 এর 'বাভন্ন মানের জন্য প্রাপ্ত বক্রেখাগুলোকে এক কথায় বলা 
হবে একট বক্ুরেখ৷ পারবার (81011 ০ ০01৪5) । ওপরের সমীকরণের ক্ষেত্র 
৪ এর বাভল্ন মানের জন্য প্রাপ্ত বক্ুরেখাগু'লি যেহেতু বৃত্ত সেহেতু এক্ষেত্রে বল। যেতে 
পারে যে 6 এরা বাঁভন্ন মানের জন্য একট। বৃত্তীয় পাঁরবার পাওয়। যায়। আবার 6 
এই রাশিটি, যাহা একটি বিশেষ বন্তরেখার জন্য ধুবক এবং যাহ। বক্ররেখ। পাঁরবারের 
'বাভন্ন বক্ররেখার জন্য বাঁভল্ন মান ধারণ কবে তাকে অর্থাং ৪ এই রাশিটিকে বল৷ 
হবে এ বক্ররেখা পরিবারের একটি প্রমান্তা (9818106161) । এখানে ইহা লক্ষ্যণীয় যে 
এই বৃতীয় পাঁরবার )-৫ এবং )- -৫ এই দুইটি সরলরেখাকে স্পর্শ করে রয়েছে । 
এই ধারণ। থেকেই বক্ররেখ। পাঁরবারের এনভেলপের কথার আ'বিভভাব হয়। অবার 
খজুরেখার ক্ষেত্রেও আমরা একই ভাবে বলতে পারি যে, £ ০০5 ৪+ )) 511) ৪-17 এই 
খাজরেখাটির 8 এর মান পাঁরবর্তন করলে ৪ এর বাঁভন্ন মানের জন্য আমর! 'বাভন্ন 
সরলরেখার সমীকরণ পাব, যাদের প্রত্যেকটির মূলবিন্দু থেকে দূরত্ব ? এবং এক্ষেত্রেও 
ও এর (বিভিন্ন মানের জন্য প্রাপ্ত সরলরেখাগুলিকে খজুরেখ পরিবার বলা হবে; ৪ এই 
রাঁগটিকে এঁ পাঁরবারের একটি প্রমান্না বলে ধর৷ যাবে। এখন সাধারণভাবে আমরা 
বলতে পার যে, এক প্রমান্রা বাশষ্ট বরুরেখীয় পাঁরবারের সমীকরণ, 

70১ ১, ৪)-0 
যেখানে “০? একটি প্রমান্রক রাশি । 


13.92 মোড়কের সংজ্ঞা ঃ যাঁদ 0-/(%, 9, *) ৮0 এই বক্ররেখা পাঁরবারের 
প্লাতিটি বক্ররেথা একটি শির বন্ররেখ। ? কে স্পর্শ করে ভাহলে £ ব্ুরেখাটিকে বল৷ হয় 
€9 বক্ধরেখা পাঁরবারটির একটি এনভেলপ বা মোড়ক। 


৩৮৪ কলন-বিদ্য। 


যেমন (- 6) +) 7৫৪ বৃত্তীয় পাঁরবারের মোড়ক )/.* +৫ দুইটি 
সরলরেখা । 


13.03 খাজুরেখ পরিবারের মোড়কের সমীকরণ ঃ 
যাঁদ 102, 7, £) ৮)-74)% -%০) »0 এই পরিবারের মোড়কটির সমীকরণ 


নর্ণয় করতে হয়, তবে 7 (০৮, 2, €)-0 এবং বি %, ৮.) 0 এর মধ্যে « কে 


অপনয্রণ করতে হবে। আমর! পাঁরবারের সমীকরণ থেকে পাই 
)-100)5 রঃ ০১৫) উ টি (৯) 


আবার, ৪ -_0 বাঁসয়ে পাওয়। যায়, 
10) + $০) 50 *** ৭০০ ক (9) 
.__ %0০)_ 
বা, হিতে £০) [মনে কার] হন ৬. 
এখন এর উপবোন্ত মানটি সঙ্জগীকরণ (4) তে বাঁসয়ে পাওয়। যায়, 


5 ৮০)%(*) .. মা 
31 নি টি +%(5) (0) 


টি 947 (০)% ০) -9০). [মনে কার] 


»- (৭) এবং 7৯০0) সমীকরণদ্বয় /0১৮, 7, *)-0 এই বকুরেখ। 
পাঁরবারটির একটি মোড়ক । কারণ আমরা জানি যে, ৮- 7(*), - 0৫) এই 
ব্রবেখার * বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণটি হয, 


৮-০০- ক 7৮০] 268) 


আবার সমীকরণ (৫) ও (0) থেকে £(5), 065),এর মানগুল সমীকরণ (ছ)তে 
প্রতিস্থাপিত করলে এবং 0')/৮€) এর পাঁরবর্তে 1) ধরে সরল করার পর, 
« বিন্দুতে ০০-৮(০), )/-06০) এই বক্তরেখার উপর স্পর্শকের সমীকরণটি 
পাওয়া যান্ক যে, | 








)-70০9-+ %(), 
অতএব দেখা, গেল ষে, ইহা। প্রদত্ত খজুরেখ পাঁরবারের সমীকরণের সাঁহত আঁভন্ন। 
সুতরাং 7, ), ০)-0 এই পারবারের প্রাতিটি রেখাই /,), ০)-০ এবং 


20 এর «€ অপরননীয়ককে স্পর্শ করে। সংজ্ঞানুষায়ী বল যেতে পারে ষে, 


এনভেলপ বা মোড়ক ৩৮৬ 


10০, , ০০) ০৮0 এবং 2 3 -(0 এর মধ্যে « অপনয়ণ করার প্রাপ্ত বররেখা উপরোন্ত 


পাঈত্ঘরের একটি মোড়ক । এখন উপরের বিবৃতি হতে আমরা সহজে এই সিদ্ধান্তে 
আসতে পাই ষে, প্রাতটি বক্ররেখ উহার স্পর্শক পাঁরবারের একটি মোড়ক। 


উদাহরণ 1. 4৫ +:8 +0-0 এই খজুব্রেখা পারবারটির মোড়কের 
সমীকরণ 'ির্ণয় কর, যখন “ একটি চল-প্রমান্রা (৬ 81191916 19918178907) এবং 4, 58 
ও 0 তিনটি % এবং ) এর রোঁখক ফাংশন । 


লনাধান 2 এখানে আমাদের দেওয়া আছে, 
42 + 8০ +0-5 0 

অতএন « এর সাপেক্ষে উভয়াদকে অন্ত রকলন করলে পাওয়া যায়, 
246 7+$83ল90 


9 
24 


এখন « এর এই মান 44৪ + 7-৮+ 0-0 এই সমীকরণে বাঁসয়ে পাওয়া যায়, 
4- 8৯ _ 
445 2 
725 ল 440 
সুতরাং, 4.৪ ++ 0-0 এই খজুরেখ। পাঁরবারের মের্ড়ুকের সমীকরণ 
72 4407. 


৫+০- লু 


উদ্ধাহরণ 2 £+2/--1 ঝজুরেখা পারবারেরর মোড়কের সমীকরণ নির্ণয় 
কর, যেখানে ৫ একটি প্রমান্রা ৷ 
সমাধান £ এখানে পাঁরবারটির সম্মীকরণ 
22 +০200/--০)+৫১-0 
অতএব উদাহরণ 1 এর সাহায্যে মোড়কের সমীকরণটি হবে 
()-১:-0)5 _ 4৫. | 


8 


অথবা %৪ 17724 ৫৪» 22) + 262৮4 2৫) 
অথবা (+-৫)৭- (-2 ২/%/)২ 
অথবা »+১-% 2 2 

ছে 


৩৮৬ 


অথবা ১++7+2 ৯/০০)-৮ ৫ 

অথবা (৯/৮+ ৯/))7(/৫)৭ 

অথবা :/%+ ৯/)-০ ২/৫, 

[ বিঃ দ্রঃ উপরোন্ত ক্ষেত্রে, 5, 0, *€)-০, ৪ ),)-০ এই ছুইটি 


সমীকরণের মধ্যে « কে অপনয়ণ করার পর ১ এবং 9 এর মধো যে স্পর্শকটি পাওয়া 
গিয়াছে (5 প্রমান্তা ) তাহা সবক্ষেত্রেই যে মোড়কের সমীকরণ হবে এ 'ববন্পে কোন 
শনশ্চয়ত। নাই, কারণ কোন কোন বিশেষক্ষেত্রে উপরোল্লাথত সমীকরণাটি অসাধারণ 
ধবনদুর (917)80181 0০01005) সণ্জারপথরূপেও (৫০০০৩) দেখা দেয় | 


অনুশীলনী 


শনন্নলাখিত খজুরেখা। পাঁরবারগুসির মোড়কগুি নির্ণক্র কর £ 
1]. 095 « +7/ 5110 "০.1, যেখানে * একটি প্রমান । 
[ উত্তর ০? ০7 -%* ] 
2, 23 98০0  -%) 00880 ৭.৮ -%০১ যেখানে * একাট প্রমান্রা । 
| উক্ত (০০08 + &))8- ৫5 -৪৪| 
3$,.26003%9.+-07 517)%674, যেখানে 6 একটি প্রমান্রা । 
| উত্তর এতে কট) ০৩৯] 
এ. 77777 +2 ২] 1772, যেখানে 77 একটি প্রমান । 
[ উত্তর 302 4079 75 2এ ] 
টি, 7০772 4+-45, যেখানে 7; একটি প্রমান্রা । | উত্তর ৯৮422 ] 
77 


6. 77-1০-4585, যেখানে 7 একটি প্রমান্রা । 
| উত্তর 8:51 ] 
2৮. 05 


13,064 কেজ্ররজ (2৮০1016) 

আমাদের জানা আছে যে, কোন বক্ররেখার কেন্দ্রজ বলতে বক্ুতা-কেন্দ্রের সঞ্চার 
পর্থাটকেই বুঝায় । আবার যেহেতু দুটি পরস্পরছেদী অভিলম্বের সীমাকে বন্রুতা 
কেন্দ্রের সংজ্ঞা হিসাবে ধর হয়, পুতরাং কেন্দ্রকে অন্যভাবে আমর। বলব যে, হুছা 


'এনভেলপ বা মোড়ক ৩6৮৭ 


প্রদত্ত ব্ররেখার আঁভলম্ব পাঁরবারাটির (61061016 ০1 100120915) একাঁট মোড়ক । 
আবার মূল বক্লরেখার অভিলন্বগুল, কেন্দ্রের স্পর্শক । অতএব পূর্বের অধ্যায়ে 
বিত উপায়াট ছাড়াও আমরা এভাবে কোন বক্ররেখার কেন্দ্রজাঁট 'নর্ণর় করতে পারব । 


13.05 1৫ ৮,+)-০ পরিবারের মোড়কের সমীকরণ নির্ণয় 

মনে কার প্রদত্ত ব্ররেখ। পাঁরবারের সমীকরণে *. একাঁট প্রমান্রা । মনে কার এই 
পাঁরবারের মোড়কের সমীকরণাঁট )-%0%), যেখানে %0»%) একটি আঁবাচ্ছি্ এবং 
অন্তরকলনযোগ্য ফাংশন । মোড়কের উপর একাঁট বন্দু 170, )) কল্পনা কার । 
এই 8৫40, 9) 'বন্দুট পারবারের কোন একাট বক্ররেখার উপর থাকবে এবং এই বক্ু- 
রেখার জন্য « এর একাঁট সুনিদিষ্ট মান থাকবে যা 70, 7, *€)-0 **৫) 
সর্মাক্রণ থেকে পাওয়া যাবে ; সুতরাং (৮, )) 'বন্দুর জন্য মনে কার *০- (১7) : 
অতএব মোড়কের সকল বিন্দুর জন্য নিশ্ীলাথত সমতাটি 1সদ্ধ হবে 

1, 0, (০৮ 9)-0 রি ও (2) 
মনে কাঁর 4(০, 9) ফাংশনাঁট অন্তরকলনযোগ্য ফাংশন যা ধূবক নয় । 

(2)নং সমীকরণ থেকে 740, ১) 'বন্দুতে মোড়কের স্পর্শকের নাত নির্ণয় করা 
যেতে পারে । )/কে ১ এর ফাংশন মনে করে এর সাপেক্ষে অস্তরকলন করে 
পাওয়। যায় 

0 +৪/ 9 বীঁ [91+91 ১] 70 


০923 9*29% 189) ০* 9) 

০9 , 9. ] 
অথবা 7%+17/1+0 | 2 +2%17-0 -, 3 
/+৮+ি [8৪৮8৯ (3) 


এখন 44055 )) বিন্দুতে ৫) পারবারের স্পর্শকের নাত নিম্নীলাখত সমীকরণ 
থেকে পাওয়। যেতে পারে__ 
09 1+19077-0 নী হি (4) 
মনে কার /% ৮৫০0, অন্যথায় % কে ফাংশন মনে করতে হত এবং ) কে নিরপেক্ষ 
চল মনে করতে হত। এখন যেহেতু মোড্ুরের নাত পাঁরবারের বক্ররেখার নাতর 
সমান, আমর (3) এবং 4) থেকে পাই 
কিন্তু যেহেতু মোড়কের উপর (৮, ১) বক, সেহেতু 
| 6৭ 6 


৩৮৮ কলন-াবিদ্যা 


অতএব /*(স, 9 4€)-০ রঃ রঃ (5) 
সুতরাং 'নিমার্সীখত দুইটি সম্মীকরণ মোড়ক নির্ণয়ের পক্ষে কাধ্যকরী 


(, 9, *)-০ 
শে 1 ++ "66 


1বপরীতভাবে যাঁদ €) এব সমীকরণদ্বয় থেকে « কে অপুনয়ণ করা হয়, তবে 
$৮-%() সমীকরণ পাওয়া যায়, যেখানে %(9) ফাংশনাঁট অন্তরকলনষোগ্য এবং 
(5) ₹ ধুবক ; সুতরাং )/-%() সমীকরণাঁটই মোড়কের সমীকরণ । 


মন্তব্য 2 যাঁদ (1) পাঁরবারের ক্ষেত্রে )-%0%) এমন একটি ফাংশন হয়, 
যেখানে 7 -*0 এবং 7০, তাহলে 72 -0 এবং 7 -০ সমাধান করে যে সকল 
বন্দু পাওয়া যার সেইসকল ীবন্দুও (6) সমীকরণ সিদ্ধ করে । 

প্রকৃতপক্ষে এই সব বন্দুগুলকে ১-৭() এবং )- ০) আকারে লেখা যেতে 
পারে । অতএব /0৮, 7» *)- ০0 থেকে পাওয়া যায় 10765), 05), 4) 0, 

« এর সাপেক্ষে অস্তরকলন করে পাওয়। যায়_ 


০৯ 9/ 
এটি +1% 95 7 19 0 


যেহেতু যে 'বন্দুগুলর জন্য 7%-0 এবং /% - 0 1সদ্ধাক্ষসেই বন্দুগুলির জন্য 
0 সদ্ধ হবে।, 


টি 


তাহলে (6) সমীকরণ থেকে মোড়ক বা এঁ সকল ববন্দুর সণ্চারপথ পাওয়া 
যায় । সুতরাং (6) সমীকরণ থেকে সবসময় মোড়ক নাও পাওয়া যেতে পারে, 
সেজন্য চিত্রের সাহায্যে সঠিকভাবে স্থির করতে হয় (6) সমীকরণদ্বয় থেকে প্রকৃতপক্ষে 
মোড়ক পাওয়া গেল কিন|। 


13.06 1৫, ৮, 9)-0 এই বক্ররেখার প্রত্যেকটি জদত্যাকেই 
উহার মোড়ক একটি বিশিষ্ট বিন্দুতে স্পর্শ করে। 

মনে কার 1500, 0), 6), যেখানে ৪8 স্থির 63 [ ধার ], প্রদত্ত পাঁরবারের 
একাঁটি সদসা 7৭ 1" বক্ররেখার উপর 40৮, 7) যে কোন 'বন্দুতে স্পর্শকের নাতি 
0/2%কে এভাবে দেখান যেতে পারে, 


81 6/৪/_0 2 মি /&, 
ট%+27 88 (5) 


এক্ষেত্রে ?কে 95 এ 'হ্থুর করে ধরা হয়েছে । 


'এনভেলপ বা মোড়ক ০৮৯ 


মোড়ক 2-*%(9), /-%€৪) এর প্রমান্রক সমীকরণাঁট 


1০, 0, 9)--0 


রর 2/ ০০১, 9 এই সমীকরণ দু'টির সমাধান করলেই পাওয়া বাবে । 


সুতরাং, আমর পাই 
11%69), %/6৪), 91-0, 
ব। 6 এব সাপেক্ষে একবার অন্তরকলনের পর হয় 


8/ 966 + 8/)66) + ০/_ 
2804 8/69)+ 8 0 
তি 78177. ৪০302 
বা, 2, %€)+ 8%0)-০ |. ৪৪-০ ] 
1" বরুরেখার উপর % একটি 'নাঁদষ্ট বিন্দু হওয়ায় উহা মোড়কের উপরই অবাঁস্ছুত 
যখন 6. ৪। 


এখন ৮ বিন্দুতে মোড়কেব সঙ্গে স্পর্শকের নাঁতিকে নিশ্নলিখতভাবে দেখান 
যেতে পারে £ 


৫) _ [4/09) (হি 
27 159), ৪ | নিরি ৪. চি 48 

এবার (4) ও (৪) সমীকরণ দু'টি থেকে দেখা যায় যে £ বিন্দুতে বরুরেখার ও 
মোড়কটির স্পর্শকদুটি একই । 


13.07 পরিবারের দুইটি নিকটবর্তী বক্ররেখার চরম ছেদ্বিন্দুর 
সঞ্চারপথই মোড়ক 
যখন একটি বক্ররেখা পাঁববারের দুইটি কাছাকাছি অবস্থিত বক্ররেখা পরস্পর ৮ 
খবন্দুতে ছেদ করে তখন 4 'ীবন্দুর স্থানাংকের জন্য 'নসশ্নীলাখত সমীকরণদ্বয় ?সদ্ধ হয় । 
00৩৮১ 0১ 9)-0 এবং /0%, 0 ৪ +০09)-0 
অর্থাৎ, 10, 7 ৪)-0 এবং তি )১€)-০ 
এখন মধ্যমমান উপপাদ্যের দ্বার পাওয়া যায়, 


2/, ), 9+486)-0 বধ্সা ০২:৪1, 
আবার, 89৯০ ধরলে £ 'বদ্দুটির স্থানাঞ্ক 7-0, 3-০কে সিদ্ধ করে। 


সুতরাং 4-*0, 8.০ এর 9 অপনীয়কটিই হবে আমাদের প্রয়োজনীয় সন্টারপথ । 
১৪ 


৩৯০ কলদ-ব্দা? 
£3.98 ছুই প্রষাক্র। বিশিষ্ট বক্ররেখা পরিবারের মোড়ক €৮- 


৩109 91 (গ [98881759161 20117) £- 
যাঁদ কোন বকুরেখা পাঁরবারের সমীকরণে « এবং 19 এই দুইটি প্রমান্রা 09815- 
175651) দেখ যায় তবে £ বক্ররেখা পারবারটির মোড়কের সমীকরণ আমরা নীচের দু'টি 
পদ্ধণত প্রয়োগ করে নির্ণয় করতে পার । প্রথমে মনে করা যাক, আলোচ্য বক্ররেখ? 
পাঁরবারের সমীকরণ %0৮, 7, «, 9)-0 ক, টুর (1) 
যেখানে « ও 19, %/0১9)-0 *** 02) এই সমীকরণ দ্বারা দসদ্ধ হয় । 


প্রথম পদ্ধতি £ প্রথমে % (€,9)-0 এই সমীকরণাঁটর থেকে 9 এর মান 
৮ এব সাহায্যে নির্ণর করতে হবে, এবং 9 এর এ মান %? (৮, 0, €১19)-0 
সর্মীকরণে প্রতিচ্ছার্পিত করতে হবে । তাহলেই এখন (1) নং সম্ীকরণাঁটি একটি 
এক প্রমান 'বাশিষ্ট সমীকরণে পাঁরণত হবে এবং আমরা খুব সহজেই তখন 


%.-0 ও ৪৫স-0 এর থেকে « কে অপনয়ন করে মোড়ক নির্ণয় করতে পারব । 


দ্বিতীয় পঞ্ধন্তিঃ মোড়কাঁটর উপর বে কোন একাট নাঁদষ্ট বিন্দু (০৮, 9) এর, 


জন্য মনে কার, 3£ পু +88 29-0 তা 81 (3) 
এবং (2) নং সমীকরণাঁট থেকে পাওয়। যায়, 
8% ০9% 795 রর রঃ 
তি 2. +89 29-0 (4) 
(3) এবং (4) নং সমীকরণ দু'টি থেকে 2 এবং 4 অপনয়ন করার পর পাই, 
% ৪৫ 
2০26 .. 
5 5% ৩) 
6০289 


এখন (1), 02) ও (3) এর মধ্যে «ও অপনয়ন করলে নির্ণের মোড়কের৷ 
সমীকরণাঁট পাওয়া যাবে । 
উদ্দাহরণ ঈ. আঁভলম্বের মোড়ক হিসাবে 2৭7 497 এই আঁধবৃত্তের কেন্দ্র 
(9০106) 'নর্ণ্ন কর । 
উত্তর £ আঁধবৃতের যে কোন “7, মরা রাস 
০১ ₹০* ** (১) 


এনভেলপ বা মোড়ক ৩৯১ 


এর্খন মোড়কাঁট নির্ণয় করার জন্য মনে কার, ? এ কাটি প্রমান | 
*, সমীকরণ (4) কে ॥% এর সাপেক্ষে অন্তরকলন করে পাই 
07-7--22-327755 বা, 8৫5. (09-22)132 ৮০০ (3) 


সমীকরণ (4) থেকে পাই, 07780 - 24 - 21712) 


০ 3030175 -: 27709) সৎ 20775 
৫796 47৪ (22)? 
08 74227716 _ 4৫ নন 
বা, 2729)2 7 402 -22)5 
এখন যেহেতু ইহা আঁনিলম্বের মোড়ক, অতএব ইহাকে আঁধবৃত্তাটর কেন্দ্র্জ 'হসাবে 
ধরা যেতে পাতর। 
উদ্দধাহুরণ 2. 2 +৬/%- এই আঁধবৃত্তগালর মোড়ক নির্ণয় কর, 
যখন *19-49 ; « এবং দুইটি প্রমান্্রা । 
£ 20. চন 5৬৪ 
উত্তর £ আমরা জানি, ৬ +৬) 1 ১) 
৮০] ৪০107 1 ৪ নর রর (03) 


অভএব &৯) ও 08) সমীকরণদ্বয়ের বথারুমে « ও ৪ এর সাপেক্ষে অন্তরকলন 
করার পর পাওয়া যায়, 


/% ৫৭ + ২/০ 79.-0 ও ০০০ (0) 
টি 98 
৬. ৫০ ২213. রন রী 
এবং ও ৪ 9 (০) 


আবার (6০) ও (7) থেকে পাওয়। যায়-_ 


৮ ২৮ ০) )৯ 
ও. এ ৬5৬৬? 
ঢু. রর ! 2 


রি 
2 
র্‌ 


[০৬4] 


৩৯২ কলনশবদ্য। 


2:,1 
৬ ৬) 
1 4 
বা, ১০০০1 ১ এখন বর্গ করে এবং 9-/৪ বাঁসিয়ে নির্পেয মোড়কাঁট 
২/৪ 4 


পাওয়া যায়, 1677 - %2 


13.09 দুই প্রমাত্রা বিশিষ্ট বক্ররেখা! পরিবার এবং ভার মোড়ক 
জান! থাকলে প্রমাত্রাদয়ের অধ্যে সম্বন্ধ নির্ণয় £ 

মনে কাঁর পাঁরবারের সমীকরণ $(%, 7১ *১৪)-0 

এবং মোড়কের সমাঁকরণ 47, 7)-0 

এখন ৭ ও19 এর মধ্যে সম্বন্ধ নির্ণয় করতে হলে % (১ 9১ ১৪) পাঁরবারের 


মোড়ক নির্ণয় করতে হবে যেখানে *, 9 কে দুইটি চল মনে করতে হবে এবং %, 7 কে 
দুইটি প্রামান্তা ( যেখানে প্রমান্রার সম্পর্ক ৮0৮, ))- 0) মনে করতে হবে । 





উদ্াহুরণ মনেকর %(০, 0, 2১ &)-720/2+70/1৮-1 -** (1) 
এবং £095 ১) + 98৫ ৮ (2) 
? _ % €%০ 1 
এখন 2০. অর্থাৎ ৪ 2 
£িতে ঠি % £% 
1] 2 ্ 
২ 2৮ ০৫ 
এ. 3 অর্থাধ &-2 (3) 
1:22 2. 2০8 
ঠা 5 


€3) থেকে পাওয়। যায়-_ 


2/277186-2121+216-- 1. 
2৪ ৮5 7:25 +৮5.702765 





শার্ট 





29 69 
সহহ+ড। এ ৮৫৪ নভই 
রঃ + 78. থেকে পাওয়। যায়-_ 

৮] গ 
রর 2 0 

(৫০+৭)৮ (৫%+৭)8 
অর্থাত 29 প 6৭৮09) 
উহাই নির্ণেয় সম্বন্ধ । 





' এনভেলপ বা মোড়ক কটি 


10. 


বিবিধ অনুশীলনী 13. 


দেখাও যে (৪--*)৪ +% - £৪-৮০0 পাঁরবারের (যেখানে * একটি প্রমা্রা ) 
মোড়ক 7 324. 
2০৮৮ 2১ )/--281 বক্রবেখার £ বন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ বাহির কর এবং 
পরে ৫ কে প্রমান্রা কষ্পন। করে সমস্ত স্পর্শকের কার্টেসীয় হ্থানাঙ্কে মোড়কের 
সমীকরণ 'নর্ণয় কর। 


দেখাও যে /-৮2৮৮+ টা পাঁরবারের (যেখানে 7; একটি প্রমান ) 


মোড়কের সমীকবণ 77৪. 49. 
দেখাও যে (৮%-*)2+)/2- 4* পাঁরবারেব (যেখানে « একটি প্রমান ) 
মোড়কের সমীকরণ 72 -4%- 470 
দেখাও যে )- 77 +77%5 পারবারেব ধেখানে % একটি প্রমান) মোড়কের 
সমীকরণ 25676 + 2724 » 0. 
20998 6+) 5179 6. (সেখানে 9 একটি প্রমান্রা ) পাঁরবারের মোড়ক 
শনর্ণয় কর । [ উত্তর £ 2275» 25065 +9)9) ] 
যাঁদ নিম্নলাখত পাঁরবারের 

£2102, 0) + £(৫৮, 9) +%0 ০) -0 
একটি মোড়ক থাকে, তবে দেখাও যে 

£৭৫৮ 9)-4% 9) %০৮, 9)-০. 
দেখাও যে নিম্নালিখিত আঁধবৃত্তীয় পাঁববারের 
0772 12 9-2়£ এর 
( যেখানে 9 একটি প্রমান এবং £& ও & ধুবক ) মোড়ক একটি আঁধবৃত্ত। 


দেখাও যে খনম্নীলাখিত উপবৃত্তীয় পারবারের 2 + চন 


]--25 





(যেখানে এ একটি প্রমান্রা ) ম্ড়েকের সমীকরণ »8+78-1. 


দেখাও যে *2+19+ 170 পাঁরবারের প্রমান্ার মধ্যে বখন 2০৪ + 
৮৪9৭ » ] সম্বন্ধ বিদ্যমাণ থাকে, তখন মোড়কের সমীকরণ 


৩৯৪ কলননাবদ্যা 


1]. দেখাও যে ৮8 +)6-৫$ বররেখার আঁভল্বের সর্মীকরণ নিষ্নীলাখত আকারে 
লেখ। যেতে পারে £ 
১৫810 % 01 ০০১ %+2 ০০5 2% - 0. 
এক্ষণে এই অভিলম্ব পার্বারের মোড়কের সমীকরণ নির্ণর কর। 
| উত্তরঃ (৫+১)8+ ম-১)8-28 ] 
এই মোড়কের সঙ্গে ব্ররেখার আর কি সম্পর্ক আছে 2 
12. দুই প্রমাত্রাবিশিষ্ট পাঁরবারের সর্মীকরণ যাঁদ 


নহি পির 

76 1 
হয় এবং উহার মোড়কের সমীকরণ যাঁদ 4) 7৫৭ হয় তবে ৫ ও & এর মধ্যে সম্পর্ক 
নির্ণয় কর। | উত্তরঃ ০৪. ৫৪ ] 


13. ষে সমস্ত বৃত্ত 9৭42 আধবৃত্তের শীর্ষীবন্দুগামী এবং যাদের কেন্দ্র এই 
আঁধবৃত্তের উপর অবীঁচ্ছত, সেই বৃত্তীয় পাঁরবারের মোড়ক 'নির্ণয় কর। 
[উত্তরঃ )5022+9)+%550] 


চতুর্দশ অধ্যায় 
গতিবিজ্ঞান 


14.01 প্রাথমিক মন্তব্য £ 


পদার্থ বিজ্ঞানে দেখা যায় বিশ্বের সব বস্তুই গাঁতশীল । “গচ্ছাতি ইীতি জগৎঃ। 
এজন্য পদার্থাবদ্যায় গাঁতর আলোচনা বশেষ মূলগত চ্থান আঁধকার করে আছে। 
এই গাঁতর বিস্তারিত আলোচনা কর৷ হয় গ্াঁতাবজ্ানে (1990911105)। নিউটনের 
গাঁত-সম্বদ্ধীয় সূন্ন অনুসারে বস্তুর গাঁত-অবস্থার পাঁরবর্তনের জন্য চাই বলপ্রয়োগ । 
বলের ক্রিয় সম্বন্ধে আলোচন৷ করা হয়ে থাকে বলবিদ্যায় বা বলবিজ্ঞানে (74 6০11817105 
বা 5016008 ০07 100901)211105) | এই বলাবদ্যাকে নানা শাখায় ভাগ করা হয় । 
যেমন স্থাতীবজ্ঞান, সতাবদ্যা, গাঁতাবিদ্যা। বলাবদ্যার যে শাখায়, স্থিতি-অবন্থায় 
বস্তুর উপর 'বাভন্ন বলের পারস্পারক সম্বন্ধ প্রভীত প্রধানতঃ আলোচনা করা হর 
সেই শাখাকে বল হয় 'স্থিতীবজ্ঞান (526105)। যে শাখায় পদার্থের বলের 
কোনরূপ বিবেচনা না করে গতি সম্বন্ধীয় বাভন্ন আলোচন৷ কর! হয় তাকে বল৷ হয় 
সতিবিদ্যা (11060180105) । আর ষে শাখায় বলের বিবেচনা করা হয় গাঁতর 
বিশ্লেষণে তাকে বল হয় গাঁতাঁবদ্যা 0010796105) 1 এই অধ্যায়ে আমরা গাঁতিবিজ্ঞানে 
কলনাবদ্যাব কোন কোন প্রয়োগ সন্বদ্ধে সংক্ষেপে আলোচনা করব। নিউটন 
কলনাঁবদ্যার যেভাবে রূপ দেন তাতে গ্রাতবিজ্ঞানের ধারণা ও প্রতীক বিশেষভাবে 
ব্যবহার কর হয়। 


14.02 কয়েকটি প্রয়োজনীয় জংজ্ঞ! 

গাঁতীবিজ্ঞানের আলোচনা করার সময় আমর প্রথমে গাঁতির প্রকারভেদ সম্বন্ধে 
চিন্তা করব । গাঁত 'বাভন্ন প্রকার হতে পারে, কিন্তু দৃঢ় (1819) বন্তুর গাঁত প্রধানত 
দুইপ্রকার £ (1) সরণ--যাঁদ কোন একটি গাঁতশীল বস্তুর প্রাতিটি কণ৷ সমান্তরাল 
সরুলরেখ। বরাবর একই দৃরত্ব অতিক্রম করে স্থাম্ম পারবর্তন করে, তাহলে বন্থুর সেই 
গতিকে সরণ বলা হয় । মনে কর৷ যাক একটি খেলার বলকে অবস্থান £ থেকে সরলরেখা। 
বরাবর £৮' অবস্থানে ঢেলে দেওয়। হল, এই অবস্থায় বলটি যে গাঁতিতে £' অবস্থানে 
পৌঁছিবে তাকে বল৷ হয় বছ্ুটির সরণ। বলটির মধ্যে তিনটি কণার প্রাথামক 


2৯ কলন-ঘদ্য। 


অবস্থান 44, 2, 0 এবং চূড়ান্ত অবস্থান 4, 7", ৮* যথাক্রমে পরস্পর যোগ করলে 
'বে *তনটি সরলরেখা পাওয়া যাবে তাতে দেখা যাবে 447 8981.. 00. এবং 
ইহারা সমাস্তরাল । 





(2) ঘূর্ণন-_যখন গাঁতগীল বন্তুর প্রাতটি কণা একটি সরলবেখ। বা অক্ষ থেকে 
দূরত্ব সমান রেখে পাঁরদ্রমণ করে, তখন তার গাঁতকে ঘূর্ণন গাঁত বলা হয়ে থাকে । 
যেমন মনে কর যে কোন একটি 'বন্দু ৮ থেকে একটি বন্তুকণা একটি বক্তরেখ। ববাবর 
40 বন্দুতে গেল এবং ৮ গেল 0" তে। এখন চিত্র থেকে দেখা যায় ০৮- ০০, 


(৫. 


4৮. 00'; অতএব এক্ষেত্রে আমর সংজ্ঞানুযায়ী বলতে পার বন্ধুটি একটি ঘূর্ণন 
গাত নিয়ে 2 বিন্দু থেকে 0 ?বন্দুতে যায় এবং 4 বিন্দু থেকে 0 বিন্দুতে যায় । 

সরণ ও ঘূর্ণন ছাড়। এদেব সংামশ্রণে আর একপ্রকার গাঁত উৎপন্ন করা৷ ষায়-_ 
একে বল৷ হয় থাকে জটিল গতি। উদাহরণস্বব্প আমর৷ জান পৃঁথবী নিজের 
মেরুদণ্ডে পাক খায় এবং ইহা। একটি উপবৃত্তীয় পথে এগিয়ে চলে । সুতরাং পৃথিবীর 
এই গাঁতকে বলা যেতে পারে জটিল গাঁতি। 
সংভজা ৫ 

লরণ (91515 097061)0) £ কোন চলমান বস্তুব 'না্দষ্ট সময়ের সাপেক্ষে প্রথম 
ও শেষ অবস্থানের ঠ্ীখক চ্যাতিকে তাব সরণ বলা হয় । 

ফ্রি (9১০5৫) সরল বা বক্রপথে কোনও বন্থু ব৷ বন্ুকণ। একক সময়ে যে 
দূরত্ব আতক্রম করে তাকে বস্তুকণার দু'তি বলা হয়। এককথায় বল। যেতে পারে 
'যে গ্লাবস্থানের পরিবতনের হারই দ্বুতি। অর্থাং কোন বস্তু এক সেকেণ্ডে যতট! 


পরা 


গাতাবজ্ঞান ৩৯৫ 


দূর যেতে পারে তাকেই বস্তুকণার দত বলে। মনে কর কোন বন্দু 9 ০7) দূরত্ব 
£ 5৪০ এ আঁতক্রম করে, তাহলে এক সেকেওডে বন্তাট 5/ দূরত্ব যায় ; সুতরাং বঙ্চুটির 
দত 514 (০0)/56০) , দ্রুতি একটি স্কেলার (০৪191) রাশি । 


14.03 বেগ ও ত্বরণ £হ গাঁতাঁবজ্ঞানে বেগ জানা ও ত্বরণ কথ! দুটি ব্যাপক 
অর্থে ব্বহত হয়ে থাকে । পদার্থ বিজ্ঞান থেকে জানা যায় যে কোন বস্তু বা কণার 
নিদিষ্ট দিকে একক সময়ের সরণের হারকে বেগ (৮1০০1/) বল। হয় । বেগ একটি 
ভেক্টর (৬৪০০1) রাশ । মনে কাঁর একটি "স্থুর বন্দু 2 থেকে £ সময়ের সাপেক্ষে 
14 চলন্ত বিন্দুটির দূরত্ব ৮, আবার ধার কিছু সময় 9৫ পরে 7৫ িন্দূটি ?? অবস্থান, 
আসে। 


এখন £4 7. ১4 ০0%, তাহলে 1418... 02. 


আমর৷ জানি যে বেগ বলতে সরণের হারকেই বুঝায়, সুতরাং বেগকে ৮ চিহ দ্বার॥ 
দেখানে। হলে, £ সময়ে 4 বিন্দুর গাতবেগকে কলনাবদ্যার সাহায্যে নিশ্নীলাখতভাবে 
প্রকাশ কর। যেতে পারে £ 


৩০ 


/ 1074১ 





11] 070. 27 


0৫৯০ 64 4 


সুতরাং কলনাবদ্যায় গাঁতবেগ বলতে আমু! বুঝব রম কে বা সময়ের সাপেক্ষে 


দুরত্ব পরিবর্তনের হার ব৷ সরণের হারকে । ঠা বেগের গড় হিসাব দেয়, কিনতু রে 
শরকৃত বেগ দেয়। 2% কে কখনও কখনও 2 আকারে লেখা হয়ে থাকে । 


24 


৩১৮ কলন-বদ্যা 

উদ্দাুযর়ণ ॥ £ যখন কোন একটি বন্তুকণা একাঁট সরলরেখা অবলম্বন করে চলতে 
সুরু করে এবং / সেকেও্ড সময় পরে বস্তুকণাটি এ সরলরেখা বরাবর প্রাথাীমক অবচ্থান 
“থেকে এমন একটি দূরত্ব আতক্রম করে যাকে ১৮--9+6/+3/5 সমীকরণ দ্বার 
প্রকাশ করা যায়, তখন 2 সেকেও পরে উহার গাঁতবেগ কভ ? 


উত্তর ৪--এখানে আমর। জান 
০০-০9+617+ 313 


স্উভয় দকে 4 এর সাপেক্ষে অস্তর-্কলন করার পর পাওয়া যায়, 
27 
রিভি. 6 শঁ চা ৬৬ ৪৩৪ 
9% (1) 


€1) নং সমমীকরণে ৫.2 বাঁসয়ে পাওয়। যায় 
রি 


০০০০০০০০ 


21 
»* 2 সেকেও সময় পরে (৫. 2) বন্তুকণাটির গাঁতবেগ - 42 ফুট / সেকেও । 
আবার একক সময়ে বেগ বৃদ্ধির হারকে ত্ববণ (20061619010) বলা হয় । বেগের মত 
ত্বরণও ভেতর রাশ । ত্ববণেব ০.৪ 5. পদ্ধতিতে একক 010/98০৪ এবং £.0.5. 
পদ্ধাততে একক 1[/96০5. পদার্থ বিদ্যায় ত্বরণকে সাধারণতঃ 4 এই হন দ্বারা 
দেখান হয়ে থাকে । কিন্তু এখানে স্বধার জন্য ত্বরণকে '০ এই শুচহটি দ্বার প্রকাশ 
করা হবে। এখন আমর ত্বরণকে কলন বিদ্যার পাঁরিভাবায় 'নম্বীলীখতভাবে বিবৃত 
করব; যেমন 
যাঁদদ কোন বস্তুর £ সময়ে গত ৮ হয় এবং €:+ ০) সময় পরে মনে কার উহার 
গাঁতবেগ (৮+ ৪৮) হল । যেহেতু ত্ববণকে বেগবদ্ধির হার ?হসাবে ধরা হয়ে থাকে, 


(সেহেতু £ সময়ে ত্বরণ, 

1101) (৮+০৮)-৮ 21100 0৮ 2৮ 
6৫-৯0 8 ০6৫-৯০84 4% 
রর ৫ 2 (21) 4৫4 

'আবার যেহেতু আমরা আগেই দেখোছ যে, গাতবেগ 
/.. 45 টি ৫ 2৮ 2৮ ঞ 22. 2 
হর 21 2 0 2% 

2% 2) 242 


৫ ১ হর | ৯ 


2% 22. 


গু 
পে কে মাঝে মাঝে ম এই চিহ ্ারাও দেখান হয় । 


সু (৮)৫- -6+ 9.2» 42 ফুট / সেকেও 


০, 


2 


স্বরণ 





- স্াতিবিজ্ঞান ৩৬৯ 


উদ্বানুরণ 2. ধাঁদ কোন একটি বন্তুকণ। ধজু পথে (সরল বোঁথক পথে ) গমন 
করে এবং ঘাঁদ £ সেকেণ্ডে সময় পরে খু পথটির উপর একটি বন্দু হইতে বনু কণাটির 
দূরত্ব (ফুট ?হসাবে ) ০০-6+ 2425 হয় তবে প্রমাণ কর যে 4 সেকেওড সময় পরে 
বন্ধু কণাটির ত্বরণ (৪০০61618001) - 48 ফুট | সেকেও? হবে। 


উত্তর £ এখানে দেওয়। আছে যে 
১৫-্০০06+311+25 


0. রা 
নি; 346 


222 
এবং -28 121 


গ 

যেহেতু আমরা জান যে ত্বরণ ০০ রত সুতরাং 4 সেকেও সময় পরে ত্বরথ, 
এ.০০-12১4-48 ফুট | সেকেওএ । 

415 

14.04 কোঁণিক বেগ ($৯05012 ৬০1০০1). পদার্থ বিদ্যায় আমাদের জান? 
আছে যে, কোন বস্তুকণা একটি 'নাঁদিষ্ট 'িন্দুকে কেন্দ্র করে যাঁদ একটি বৃত্তাকার পথে 
ঘুরতে আরম্ভ করে, তবে একক সময়ে আঁতক্রান্ত পথটি বৃত্তের কেন্দ্রে যে কোণ সৃষ্টি করে, 
তাকেই বস্তুকণাটির গড় কৌিক বেগ বল৷ হয় চিন্রটি থেকে দেখ। যায় ষে 2045 
এই বৃন্তটির 0 কে কেন্দ্র করে একটি বস্তুকণ। ঘুরছে । মনে কাঁর বস্তুকণাটির ৮ হইতে 
40 বিন্দুতে আসতে 4 সেকেও সময় লাগে, এবং বন্তুকণাটি উহার প্রাথামক এবং চুড়ান্ত 





.অবস্থানদ্বয়ের সঙ্গে ০0 কেনে 9 রেডিয়ান কোণ সৃষ্টি করে, অর্থাৎ 7১00 -৪, 
তাহলে যখন £ সেকেও্ডে বস্তুটি ৫৪ কোণ সৃষ্ঠি করে তখন এক সেকেও্ডে বন্ুটি 914 কে।ণ 
সৃষ্টি করে। . অতএব সাধারপভাবে বল। যায় বন্থুকণাটির গড় কৌণিক বেস হবে, 


৪৩০ কলন-বিদযা 


৮/-০ 911 রোডিয়ান / 53০. সুতরাং কৌথক বেগের উপরোন্ত সংজ্ঞাটির ক্ষেত্রে বল। 
যায় যে-+০ কেন্দ্রের চতুর্দিকে ঘূর্ণায়মান বন্তুকণাটির কৌণক বেগ বলতে, সময় 
সাপেক্ষে 9 কোণটির পাঁরবর্তনের হারকেই বুঝায় । 

ব্ুকণার কৌিক বেগ ৮ কে কলন বিদ্যার সাহাযো সঠিকভাবে প্রকাশ করা যাইতে 
পারে; যেমন- মনে করি একটি বস্তুকণ। যার গাঁতবেগ £ সময়ের সাপেক্ষে ৮, উহা 
এই বক্রয়েখাঁট বরাবর এগিয়ে আসছে এবং মনে করি যে £ সময়ে বক্ররেখাটিতে 
উহার শ্রাথামক অবস্থান ছিল £ ও (/+০9৫) সময়ে উহার চুড়ান্ত অবস্থান ছিল 
0; মনে কার 0 একাঁট স্থির বিন্দু এবং 0% একটি স্থির সরলরেখা । এখন ধর! 
যাক /7/0৮-9 রোডয়ান এবং £700-9+ 06; ০৮ সরলরেখাঁটর 
দৈর্ঘা॥ এবং ০০-7+ 97. &০0 রেখাটির উপর মনে কাব 0 লঙ্ব । 





এখন যেহেতু সংজ্ঞ। থেকে আমাদের জানা আছে যে, 0 1ধদুটির চতুদিকে ঘূর্ণায়মান 
? বিন্দুর কৌণিক বেগ ॥/ বলতে বুঝায় 6 এই কোণাটর পাঁরবর্তনের হারকেই; অতএক 
কলন বিদ্যার সাহাষ্য নিয়ে উহাকে নিম্রীলিখিতভাবে দেখান যেতে পারে।+_যেমন ঃ 


29 
7 2" 


এবার চিন্রুট থেকে পাওয়৷ যায়, 
০৮. 00 99 ৪০০৮2১৮০০2০ "98 


এ.:৮৫+ 8) 95 ৪-2৫১০০০-চাপ £0-াগ রর , 04 





এখন ৫% দ্বার ভাগ করার পর পাওয়া বায়, 


£ 5169 80, 72737 29-2/১৮০90- চাপ £0 . জ্যা £9..0% 
7টি ' 8; 75058269৮28 8৫. চাপ 20 


মনে কার ০/-৮০, তাহলে ৪৪-৯০ এবং 810 66-৯০ ও 


জ্যা ৮0 চাপ £0 


গাঁতাবজ্ঞান ৪০১ 
সুতরাং এ অবস্থায়, ৮০, £ বিন্দুতে স্পর্শকে পরিণত হয় এবং 0? তখন ০ বন্দু্টি 
থেকে স্পর্শকের উপর লম্ব হয় । মনে কার 0% 1. 


£৪- ৮০০ ক্ষেত্রের পরিক্লমণের হান্প মনে করা হলে ও উহাকে ॥ দ্বার 


প্রকাশ করার পর পাওয়া বায়, 
রা 2/ 177 
বা 72//-1, 
14.05 যাঁদ একটি বস্তুকণা একাঁটি 7 ব্যাসার্ধ যুক্ত বৃত্তাকার পথে ৮ গাঁতিবেগে ঘুরতে 
সুরু করে তখন ষে কোন মৃহূর্তে উহার কেন্দ্রের দিকে ত্বরণ ৮217, 





৬... পক? 
07. ক রি ক ॥ 


মনে কার একাট বন্তুকণ। একাট বৃত্তাকার পথে (যাহার কেন্দ্র 9 এবং ব্যাসার্ধ 7?) ৮ 
গাঁতবেগে ঘুবতে থাকে । ধরা যাক / সময় পর বন্ুকণাঁট 4 অবস্থানে পৌঁছায় এবং 
1কন্তু সময় 9 পরে উহ। বৃত্তাকার পাটির উপর ৪ অবস্থানে আসে । এবার মনে কার 
বৃন্তাটর উপর 4 ও ৪ বিন্দু দুটিতে আঁঞ্ষত স্পর্শকৰয় 40 ও 84), 4 অক্ষের 
সঙ্গে যথাক্রমে % ও %/+6%/ কোন (রোঁডয়ান মাপের ) সৃষ্টি করে । 


এন ৮১:60) 


৫ ০০ টি 
405. 49100 61. এবং এন নি 


এখন 4 বিন্দুতে 440 বরাবর বন্ধুকণাঁটির গাঁতিবেগ ৮ এবং যেহেতু ব্তুকণাটি একটি 
নাঁদক্ট গাঁতবেগে চলে, সেহেতু / বরাবর 8 বিন্দুতে বন্তুকণাঁটির গাঁতবেগও ৮ 
হবে, এবং 46 স্পর্শক বরাবর উহার একটি অংশ (০0101901067) % ০০5 6% 
এবং 40 এর সাঁহত লম্ব (অর্থাৎ 440 এর সমাস্তরাল ) বরাবর অংশাঁট হবে 
৮ 510. 6৮0. 

১৬ 


৪০২ কলন-1ৰদ। 


আবার যাঁদ মনে করা যায় যে, বন্ুকণাঁটর স্পর্শক ও লম্ব বরাবর ত্বরণ অংশত্বয় 
যথাক্রমে 2৪ এবং %, তাহলে 


117): ৮০09$ ০9%/--৮ 110) ] ০9১ 98 
2৪ 01-৯0 8% স- ৮০৫৯০ 
১11) 2 9179 য় 9% 
”61-৯০ 0৫ 
হু _ 911) 1520 2 6) ৭ 9% 6 
০/-৯০ (| 35% 1 61 সত 
এবার যখন ০/-৯০ তখন ০%/-৯০ এবং 11) ২8০1 
৮] 

2৪» -৮, 1. 9. 0-0 ..৮.:(8) 


24 


সুতরাং দেখ। গেল যে স্পর্শক বরাবর ত্বরণ ৫১ - 0 


রঃ ৮ 317) 94 
এখন, 2% 6৫৯০ 8 রে 


110) 510 64 , 98 , চাপ 48, জ্যা 448 


-* 84-৯০ ড়" চাপ এজ" জ্যাএ৪ "8 











রর রি রি ০০:07) 


| 


০০: 2777% " |ু 


পাস 


0) নং থেকে আমরা জানি, _9% --ঁ এবং যখন 6৫-৯০, ০%-৯০ ও 








চাপ 48 
,_ 911 %/6 ,. চাপ 48 ,. জ্যা 445 
স্পট ] শসা শা আজ গল 
£-৯৫১ তখন 110 ট 1, 112) টি 1 এবং 117) রি ৮ 


এখন উপরের (11) এবং (111) নং থেকে দেখা যায় যে 4 বিন্দুতে বন্তুকণাটির 
লাক (059169170) ত্বরণ 7, -্- এবং ইহা আভলম্ব 40 ববাবর কেক্দ্ের দিকে 
কাজ করে। 

14.06 দ্বি-মান্ত্রিক গতি $ আমর! ছ্িমান্রক স্থানাঞ্ক জ্যামাতির ধারণা 
থেকে জান যে, কোন একটি 'বন্দুর অবন্থান বুঝতে হলে 'বন্দুটির স্থানাঙ্ক বলতে হয়, 
যেমন আমর বাল এক টি বিন্দুর স্থানাঙ্ক (৮, ১) তাহলে আমাদের বুঝতে হবে দুটি 


পরস্পর লম্ব সরলরেথা৷ 07% এবং 0% থেকে বিন্দুটির দূরত্ব যথাক্রমে ০ ও ০; 
একইভাবে গ তা ধজ্ঞানের ক্ষেত্রে খন একটি বন্তুকণা একটি সমতলের উপর বিচরণ 


শাঁতাবজ্ঞান 8০৩ 


করতে থাকে এবং তখন যাঁদ এঁ তলের উপর দু'টি পরস্পর লম্ব সরলরেখা 0% এবং 
০:7৮ থাকে তবে বস্তুকণাটির অবস্থান নির্ণয় করতে হলে 0% এবং 0 অক্ষ দুটি 
থেকে উহার লম্বদৃরত্বদ্বয় যথাক্রমে 7 ও % কে নির্ণয় করতে হবে, তাহলে তখন বলা 
যাবে এ বন্তুকণাটির চ্ছানাঙ্ক (৮ 9). 


এখন অক্ষদ্বয় বরাবর কোন গাঁতশীল বস্তুকণার গাঁতবেগ ও ত্বরণের অংশগুলি 'নির্ণয় 
করা হবে । 


মনে কার কোন একটি বস্তুকণা ?' এই বক্ররেখাটির উপর £ সময়ে £ অবস্থানে 
আছে এবং ৫+ 94) সময় পর ধাঁর, বস্তুকণাটি 0 অকন্থানে পৌছায় ; 7৮, 0 বিন্দুদ্ধয়ের 
স্থানাঙ্ক দুটি যথাক্রমে ধরা যাক, (০৮, 9) এবং (+০6%, )+০6)). এখন আমরা 
বলতে পার যে, 4 অক্ষের সমান্তরাল ভাবে 9: সময় সাপেক্ষে বস্তুকণাটির সরণ 62. 
অতএব :% অক্ষের সমান্তরালভাবে গাঁতিবেগের গবভাঁজত অংশটি (19591560 19810) 
হয় 





০ 8 


৮) 90০, 29 
৫৯০ 8৫. 2৫" 
যেহেতু ০ £ এর একটি ফাংশন । 
অনুরূপভাবে ) অক্ষের সমান্তরালভাবে গাঁতবেগের বিভাজিত অংশটি হয় 
নি 1117) 9 2. 
এ ০01৯০ 9 চি টিটি 
সুতরাং ॥ বিন্দুর স্থানাঙ্ক যখন (9, )) দেওয়া থাকে তখন অক্ষদ্বয়ের সমাস্তরাল 


আংশিক গাঁতিবেগদ্য় (00221001761) ৬০1901055 ) হয়, 


25 2)) 


৮০০ 27, টি 


৪0৪ কলন-বদ্যঃ 
»* এখন লান্ধ বেগ ঘে২৩41০) ৬০1০০1৮) হয়, 
৮-ড/(৮* +৮) )-৬/15 দি] + দো শা: 
আবার লা্ধ বেগ যাঁদ %-অক্ষের সহত 9 কোন সৃষ্টি করে, তবে, 


» %)7/2 


একইভাবে অক্ষদ্বয় বরাবর ত্বরণের অংশদ্ধ়কেও আমরা নিম্বীলাখতভাবে দেখাতে 
পার 


2৮227 

2০স্৮ (৮০) 2 (85). 278 
21) 22) 

2 2 £ ০)-৫? (20191) - 22 


1407 বল (8০7০০) 2 

আমাদের জানা আছে ষে পদার্থ বিজ্ঞানে চেয়ার, টোবিল, ইত্যাঁদ কয়েক ধরণের 
বন্তুকে বলা হয়ে থাকে জড় বস্তু । কারণ উহারা আপনা আপাঁন স্থান পাঁরবর্তনে 
অক্ষম । যেমন একাঁট টোবলকে হাত ?দয়া ঠোলয। না৷ দিলে উহা কখনই এক স্থান 
থেকে অন্যন্থানে সরে যেতে পারে না । 

এখানে টোবিলটিকে সরে যাবার জন্য হাত ?দয়৷ যে বস্তুটি টৌবলটিব উপর প্রয়োগ 
করা হল তাকে প্রভাষক অর্থে বলা হবে_টোৌবলটির উপর হাত দয়া বলপ্রয়োগ 
কর হল। 

আবার একটি বড় টোবল এক আঙুলের সাহায্যে তুলিতে চেষ্টা কাঁরলে 
টেবিলটাকে তোল। যাবে না; কিন্তু আঙ্গুলের ডগা 1দয়ে সামান্য আঘাত করলেই একটি 
ছোট রবারের বল গড়িয়ে যাবে । 

অতএব আমরা প্রথম উদাহরণগু'ল থেকে বুঝতে পার ষে প্রাত ক্ষেত্রেই বস্তুর 
উপর 'কন্ছু প্রয়োগ কর হয়েছে । ইহার নাম বল (০1:০৩), অর্থাং যাহার প্রয়োগের 
কোন একটি বস্তু বা বস্তুকণ। সমাস্টর 'ন্থিরতা বা স্থিরগাঁতর পাঁরবর্তন আনার চেষ্ট! 
কর! হয় অথবা চলমান বস্তুর দক পাঁরব্তন করা হয় । 

বলপ্রয়োগের বস্তুর স্থিরতা বা গাঁত কিরূপ হবে অথবা কতখানি বলে কিরূপ গাঁত 
সণ্টারত হবে ইত্যাদি 'বাভন্ন প্রশ্নের সমাধানের নামন্ত মহাবিজ্ঞানী স্যার আইজ্যাক 
দনউটন 'বাভন্ন গাঁতশীল পদার্থসমূহের প্রধানতঃ মহাকাশে িচরণশীল গ্রহ, উপগ্রহ ব৷ 
জ্যোতিষ্কগুলির গাঁত পর্যবেক্ষণ করে তিনটি মূল্যবান সুত্র লিপিবদ্ধ করে গেছেন ( 


'গাতাবিজ্ঞান ৪8০0$ 


নিউটনের এই গাঁতদূন্ুগুলি থেকে পদার্থের ভর উহার গাঁত এবং উহার উপর প্রদত্ত 
বলের ভিতর সম্বন্ধ ব্যস্ত করা হয়। সুতবাং নিউটনের তিনটি গাঁতসূন্রকেই গাঁতীবজ্ঞানের 
স্তভম্বরূপ ধরা যেতে পারে । 


প্রথম গ্রতিসুত্র £ বাঁহর থেকে প্রযুস্ত বলের দ্বার অবস্থার পাঁরবর্তন করতে 
বাধ্য না করলে অচল বস্তু চিরকাল অচল অকন্থাতেই থাকবে এবং সচল বস্তু চিরকাল 
(09806101) সমবেগে সরলরেখায় চলবে । 


দ্বিতীয় সূত্র £হ বস্তুর ভরবেগের (7077)01)1510) পরিবর্তনের হার প্রযুন্ত বলের 
সমানুপাতিক এবং বল যে 1দকো 'ক্রিয়। করে ভরবেগের পাঁরবর্তনও সেই দকে ঘটে । 

তৃতীয় জুত্র £ প্রত্যেক ক্রিয়ারই (8০190) একটি সমান ও বিপরীত প্রাতক্রিয়া 
(169011091)) আছে । 

এখন আমন € বল ₹ভর » ত্বরণ ) এই সমীকরণটি প্রমাণ করব । 

মনে করা যাক কোন বস্ুকণার ভর “72 এবং উহা & বেগে চলছে, এখন £ 
সময় ধরে বস্তুটির উপর যাঁদ 4 বল প্রয়োগ কর! হয় তবে তার বেগ পরিবািত 
হবে। ধরা যাক £ সময়ের সাপেক্ষে £ বস্তুকণাটির বেগ ৮. সুতবাং নিউটনের দ্বিতীয় 
সূন্ন থেকে আমর! জানি 

বল ০ ভরবেগের পাঁরবর্তনের হার 


অর্থাৎ 4” ০0 ৫ ৫৮৮) 
বা সত 2 (777) [ এখানে € একটি ধুবক ] 
৮ 0772 -- | "7; ধুবক এবং ত্বরণ ৫৫৮) 
৫1 রী 21 
লু ০077120 
এখন যাঁদ আমৰা মনে কবি যে একক ভরের উপর ক্রিয়া করে একক ত্বরণ সাষ্$ 
করে যে বল তাহাই বলের একক, অর্থাৎ £-. 1, যখন 71, এবং ৫-1 তাহলে 
০.1, অতএব বলের এককের সংজ্ঞা অনুযায়ী আমর। পাই £'25716 ব। 
বল - ভর » ত্বরণ ইহাকে বলা হয় বলের মান নির্দেশক সমীকরণ । 


8408 সবেগে অভিক্ষিগু ব্ধর অআবন্ছান ও বেগ। 
মনে করা যাক একটি বন্তুকণাকে 0 বিন্দু থেকে & গতিবেগ দিয়া এমনভাবে 
আভক্ষেপন করা হল য্মতে উহা। ভূমির ()011291) সাঁহত « কোণ সৃষ্ট করে। মনে 


৪০৬ কলন-ববিদ্যা 


কার 01বন্দু থেকে গাঁতবেগের অনুভাঁমক ও উল্লম্ব অংশদ্বয় যথাক্রমে 7 এবং % অক্ষর: 
উপর । এখন মনে করা যাক £ সময়ের সাপেক্ষে বন্ুকণাটির অবন্থান ৫, 7). 





৪৬ 
৮0০০4) 
ূ //1 ১১৯ 
এ | চ 
| ॥ 
€ ওত [৭] ১৫ 


এবার যেহেতু এখানে কোন অনুভূমিক ত্বরণ নাই, সেহেতু বস্তুকণাটির গাঁতবেগের 
অনুভামক অংশটি সবদ। স্থির থাকবে এবং উহার প্রাথামক গাঁতবেগ & ০০5 * এর 
সমান হবে । অতএব, ১75 0095 ৮ * 4 ০০ 2৩১00) 
আবার গাঁতবেগের প্রাথামক উল্লম্ব অংশটুকুর মান £ 517 «€ এবং উল্লম্ব দিকেই 
আ'ভিকর্ষজনিত ত্বরণ (-2)। 
/7-2৫ 910 4 - ৫-ুত্র্ছে ১ তি তত সপ (2)+ 
এখন (1) এবং (2) নং থেকে পাওয়া বায় যথাক্রমে 


30751400959 ৮" £ 


এবং জু »:৫-1712 
৫১. 5 বং 7 £ 510 ০7117 5৫ 
?/ 27772 

গু ৮ টি ৪ 


লান্ধ বেগ (055011175 ৮৪1০০10) 


সপ্লসপিসেসাসিলপ্স্লিসাশিপীিশাী লী শশী 


77. ৬12 4 %) ৮ ২/৫% 005 4) + (8 5110 ০7 81) 
৮ ৬] +02£)৭-_ 2821 51174, 


* এখানে $-%/+$:%১ সুত্রটির সাহাধা নেওয়া হয়েছে । কলনবিগ্ভার অন্তবকল দমীকবণেব 
(01691%)021 5০৪৫০০) সাহায্যে গতিবিজ্ঞানের নিম্পলিখিত শুত্রগুলি 
(1) ৮7577 

(11) ৩-%7+315 

(111) ৮27 4%17299 

(1) ৬৫-/+১/0-1) 
সহজেই প্রমাণ করা বায় । এইসব আলোচন! আমরা কলনবিগ্ভার দ্বিতীয়ভাগে বিশদভাকে 
করব। 


গাতাকজ্জান ৪8০৭ 


উদ্দাহরণ ! যাঁদ একটি বন্দু 6)--9% এই আঁধবৃন্তের উপর এমনভাবে 
িবচরপর্শীল হয় যাতে, ষখন ১.6, ভুজটি 2 1/৩০০. হারে বাঁধত হতে থাকে ; 
তবে এই সময়ে কোটি (0117969) কি হারে বাঁধিত হবে তাহ। বাহর কর । 

উত্তরঃ আঁধবৃত্তের স্মীকরণটিকে সময় (৫) সাপেক্ষে অন্তরকলন করে পাওয়া 
যার, 


০616১ এ ৮0686) 
67) - 3 
2) _ 294. 
পা 
2 -উ ; রি সুতরাং আমরা বলতে পার যে অধিবৃত্তের উপর 


যে কোন 'বন্দুতে, কোটির (917011)960) পাঁরবর্তনের হার - -* ভূজের (29501938) 
পাঁরকর্তনের হার 


সুতবাং যখন ০- 6, তখন রি 2 00/520. 


৫) 6 
27 নব *2 4 (6/59০0,. 


সুতরাং লক্ষ্য করা যেতে পারা যায় ষে 766, 6) বিন্দুটিতে কোটি ভুজের চেয়ে দ্বিগুণ 
ভবে বধিত হয় । 


উদ্দাহরুণ 2.  সেকেও সময়ে একটি গাতশীল কণার অবস্থান 


শর 
০০০20051415 0/7-752 ০099 15 প্রমাণ কর স্বরণ (বেগ). 


উত্তর ঃ বেে-১/(৫ ডা +(9): ৪ ররর লা (62) ঁ 27). ৫৫ 


242 
ত্বরণ - 248 -« (27%)214 » (বেগ)৭/2. 


৪0৮ 


কলন-াবদরা 
বিবিধ অনুশীলনী 14 


চলমান একটি ব্তুকণার কোন সময় আঁতরাস্ত দূরত্ব নস্বালাখত সমীকরণ 
-০2/547 846 সাহায্যে দেওয়া হলে দেখাও যে 
42057 0) ০ %8 02 

যখন বস্তুকণার £ সময়ে দৃবত্ব ৪ এবং ৪, %, ৫ ধুবক । 

যাঁদ ৪. 94 _-৫” -4 হয, তবে বস্তুকণার 'চ্ছির অবস্থা আসার পূর্বে কত 

দূরত্ব আঁতক্লান্ত হয়েছে 'নর্ণর কর। [ উত্তব £ দূরত্ব 104 একক ॥ 

যদি ০-/৪ _ 9/% + 24 হয়, তবে 5 সেকেণ্ডে বস্তুকণার দূরত্ব নির্পর কর। 
[ উত্তর £ দুরত্ব" 28 একক 

যাঁদ ৪.৫ _3/+3:+4 হয়, তবে বস্তুকণার স্থির অবস্থা আসার পৃৰে 

কত দূরত্ব আক্রান্ত হয়েছে 'নির্ণয় কর। [উত্তরঃ 5 একক ॥ 


যাঁদ $2.- 22 +29/+৫ হয়, তবে দেখাও ষে বস্তুর ত্বরণ - 4৬৪, 
7 একটি ধুবক। 


একটি বস্তুকণ। স্থির অবস্থা। থেকে যাঁদ ঘাঁড়র কাটার বিপরীত 'দিকে বৃন্তাকাব 
পথে 'নম্নীলখিত নিয়মে 


৪-155-2 (6 রৌভয়ান মাপে প্রকাশিত ) 

ঘুরতে থাকে তবে দেখাও যে 10 সেকেও পরে কোঁণিক দূরত্ব 6 রেডিয়ান, 

কৌঁণিক বেগ -47. রেভিয়ান/সেকেও্ড এবং কৌণক ত্বরণ -%£ রোভিরানি। 

সেকেও*. 

চলমান একটি বদ্তুকপার অবস্থান যাঁদ নিশ্ললিখিত সমাঁকরণ দ্বারা 
০০2 005 £+ 05 0772 5110 ৫705 

প্রকাশিত হয় তবে দেখাও যে উহার বেগ ধুবক, যেখানে ৫, &» ৫ ধুবক । 

বাঁদ 445 -3/2-9/+5 হয়, তবে দেখাও যে £-3 হলে বেগ ও ত্বরণ 

ধনাত্মক । 


যাঁদ 9. 27- 364+ 1215 -45 হয়, তবে দেখাও যে মাত 4 সেকেও প্ন্ত 
বন্তুকণ। ধনাত্মক দিকে চলমান হয়। যখন বস্তুকণার বেগ শূন্য হয় তখন 
ত্বরণ নির্ণয় কর। [উত্তর £ 3:12 একক ] 


পাঁতীবিজ্জান ৪০৯ 


10. যাঁদ $-1*-61১+121-10/+ 3 হয়, ভবে দেখাও যে 2.5 সেকেণ্ে 


11. 


বসতৃকণার গাঁতর 'দিক পাবার্তত হবে। 


একটি বস্তুকণ৷ একটি সরলরেখার উপর গাঁতশীল এবং উহার উপারাস্থৃত নদ 
একটি 0 বিন্দু থেকে যে কোন  সেকেও সময়ে উহার % 0. দূরত্ব 
নিম্ালাখত সমীকরণ দ্বারা প্রকাঁশত £ 

20-51-1012 + 24141 40116 
কখন বন্তৃকণার গাঁতিবেগ ন্যুনতম তা নির্ণয় কর। [উত্তর £ 474] 


পঞ্চদশ অধ্যায় 
অপরাপত্র প্রয়োগ 2 অর্থনীতি ও জীববিজ্ঞানে 


15.01 প্রাথমিক অস্তব্য £ 

দ্বতীয় খণ্ডের পৃবোন্ত অধ্যায়গুলিতে আমরা জ্যামাত এবং গাঁতীবজ্ঞানে অন্তব- 
কলনাবদ্যাব প্রয়োগ সম্বন্ধে আলোচন। করোছি । মানুষের প্রাকীতিক রহস্য উন্মোচনের 
অনুসান্ধিংসা থেকে ষে বিজ্ঞানের সৃষ্টি সেই বিজ্ঞানের বিস্তীর্ণ শাখায় কলন-বিদ্যার 
প্রচুর প্রয়োগ আছে । প্রকাতি-িজ্কানে (ি৪০1৪] 9০915009) যেমন কলন-বিদ্যার 
প্রয়োগ আছে, জীবাবজ্ঞানে (91091951081 90161006) তেমাঁন কলনাবদ্যার সাহায্যে 
ভোত জীববিজ্ঞান (017১51০2] 91910989) আলোচনা করা হয়। তাছাড়া মানুষের 
ব্যবহাঁরক জীবনে বহু সমস্যায় গাঁণতেব সাহাষ্যে সমাধানে কলনাবদ্যার বহুল প্রয়োগ 
দেখ। যাব । তাই বর্তমান অধ্যায়ে আমর অর্থনীতি ও জীবাবজ্ঞানের ক্ষেত্রে অন্তর- 
কলনাবদ্যার 'কছু কিছু প্রয়োগের কথা বলব । এই গ্রন্থের ক্ষুদ্র পারসরে অন্তরকলন- 
বিদ্যার সব প্রয়োগ আলোচনা করা সম্ভবপর নয়, সেজন্য অপরাপর প্রযোগের দৃষ্টান্ত- 
স্বরূপ আমরা অর্থনীতি ও জীবাবিজ্ঞান বিষয় দুটিকে গ্রহণ করলাম । 


15.02 অর্থনীত্তির কিছু প্রয়োজনীয় সংজ্ঞা 

অর্থনীতি একটি বৈশ্লৌষক বিষয়-_যেখানে সংখ্য দ্বারা পাঁরমেয় বন্তুসমূহের মধ্যে 
বিদামান সম্পর্কের ব৷ গৃহীত সম্পর্কের আলোচনা করা হয। বস্তুসমূহ বলতে বুঝায় 
মূল্য, সুদেব হার, আয়, উৎপাদন ব্যর, বাজারে ক্লীত বা 'বাক্রত দ্রব্যের পাঁরমাণ, ব্যবস। 
বা শিস্প প্রাতষ্ঠানে উৎপাদনের উপাদানের ব্যবহৃত পাঁরমাণ ইত্যাঁদ । 

এখন সাধারণভাবে যাঁদ একটি নাঁদষ্ট দ্রব্যের (মনে কর % এর) বাজার দর 
? একক হয় এবং বাজারে চাহিদা অনুযায়ী 4 দ্রব্যের পাঁরমাণ % একক হয়, ভবে 
 ব্লাঁশটি % রাশির একটি একক মানাবাশিষ্ত (510216 ৪1850) ফাংশন ; সুতরাং 
কলন-াবদ্যার ঞ্টাষায় লেখ৷ যায় 

১--%(০) 

এখন ১. %(%) ফাংশনকে অর্থনীতিতে % এর চাহি ফাংশন (৫2179770 
1000100) বলে । স্পষ্টতঃই % এবং ? শুধুমাত্র ধনাত্বক ৷ যাঁদও এই চাঁহদ। 
ফাংশন কতকগ্গুল উপাদানের উপর নর করে- যেমন দ্ুব্য-ব্যবহারকারী ব্ান্ধর সংখ্যা 


অপরাপর প্রয়োগ £ অর্থনীত ও জাবাবিজ্ঞানে ৪১১ 


(0000961 ০1 90190017)519), তাদের আয়, তাদের রুচি (0985695) এবং অপরাপর 
দ্ব্যাদির মূল্য ; তথাঁপ একটি চাহিদা ফাংশনের ক্ষেত্রে এই উপাদানগুল ব৷ গাঁণতের 
ভাষার এই প্রমান্রাগুলি (021810675) জান। থাকে বলে তার ধ্ুবক । চাহদা। 
ফাংশনের লেখাঁচত্রকে বল৷ হয় চাহি বক্ররেখা! (0500800 ০০7৮৩) । উপরোস্ত 
চাহদ! ফাংশনকে [বলোম (৮9156) ফাংশনের ধারণার সাহাষ্যে লেখা যায় 
17405) 

সাংসারিক আভজ্ঞতা থেকে বল৷ যায় ষে দ্রব্যের বাজার দর বাড়লে সংসারের কর্তা 
দ্রব্যের চাহদার পারমাণ কমাইয়া দেন_ এক্ষেত্রে দেখ। যায় চাহিদা ফাংশন একটি, 
একাঁদষ্ট অবরোহী (70011060105 ৫5061101108) ফাংশন, সুতরাং চাহিদা ফাংশনের 
[লোম ফাংশনটিও একাঁদষ্ট অবরোহী । এই ব্যাপারে চাহিদা বক্রেখা। নিশুরূপ আকার 
ধারণ করতে পারে 





অনেক সময় চাহিদা ফাংশনটি দ্রবমূল্যের কোন এক অন্তরালে (1067581) আসন 
মানের ক্ষেত্রে একটি 1নাঁদষ্ট ফাংশন দ্বারা প্রকাশ করা হয়; এর্প নদিষ্ট ফাংশলকে 
চাছ্ছিদ্। নিয়ম (9০079170 19/) বলে । যেমন 

10-৫0-6570» 2- ৮2৪, ইত্যাদি । 
এখন 4. 57 কে মোট আক (6০9021 16৮61)06) বলে । সুতরাং 

£7-%02) অথবা £ 7 ১0১), 
1২. ০১) এইভাবে মোট আয় আঁধকাংশ ক্ষেত্রে প্রকাশ কর! হয় এবং এই ফাংশনকে 
চাহিদ। নিয়মের মোট আয় ফাংশন (09191 1555006 [0170101017) বলে । 


যেহেতু £ ০ , সেহেতু বাজার দর ? কে গাড় আয় (9%০1586 £5৮61006) বলে । 


কোন ব্যবসা ব। শস্পপ্রাতষ্ঠান চেষ্ট। করেন সবচেয়ে কমসম্ভব মোট খরচে দ্রব্য 
যাতে উৎপাদন করা যায় । যাঁদ 5 দ্বব্যের  পারমাণ উৎপাদ (9009) কমসম্ভক 
ঠা * 


১২ কলন-বি্দা। 


মোট খরচ 1] তে পাওয়া যায়, তবে 17 রাশিটি ৮ এর একটি ফাংশন । সুতরাং 
লেখা যায় 

11777(50) 
এই ফাংশনকে মোট খরচ ফাংশন (0651 ০০951 01106101) বলে। স্পষ্তটতঃই 
»% এবং 43 ধনাত্বক। মোট খরচ ফাংশনের লেখচিন্রকে বল৷ হয় মোট খরচ 
বত্রুবেখা 0০91 0০95৫ ০07৬০) । 


রর €.-%) কে গড় খরচ (৪৮০1৪৪০ ০০9৩ বলে) । যাঁদ * ₹০£() হয়, তবে 


3 
১০) 


এখানে 7 (১) - রন কে গড় খরচ ফাংশন 9৬6188০ ০0951 101006101) 


বলে। 
উদ্দাহরণ হ যাঁদ মোট খরচ 17- ৪5৪ + ৮১+০ হয়, তবে গড় খরচ 
2428746- 
৮ টিপু 


সুতরাং «-৯০০, যখন +-*০ বা -০০ অর্থাৎ যখন উৎপাদ খুব কম ব৷ খুব 
বেশী তখন গড় খরচ খুব বেশী । 


15.05 অর্থনীতিতে অন্তরকলনের প্রয্মোগ 
(4) আমরা জান মোট আয় ফাংশন 4£-০য/ 0৮), যেখানে 77 /09) ; এখন 
মোট আয় ফাংশনের উভয় পক্ষের এর সাপেক্ষে অন্তরকলন করে পাওযা যায় 
্ (০) 
-- 4090 + 24) 
2 


2১ কে অর্থনীতিতে % উৎপদে প্রাস্তীয় আয় (00021511791 751745) বলে । 


উদ্দাহরণ $ যাঁদ চাহদ। িয়মকে নিশ্নীলাখত রোখিক 011)681) ফাংশন দ্বারা 
প্রকাশ করা হয় £ 
1775 ন- 62 
তবে 4শ ১27-542 ০ 
77. 


2 রর 2- 265 


অপরাপর প্রয়োগ £ অর্থনীতি ও জীবাবজ্ঞানে ৪১৩ 


তাহলে মোট আয় বক্ুরেখাটি একটি আঁধবৃত্ত 09818190918) ; কিন্তু প্রাস্তিয় আঙ্গ 
বক্তরেখাটি একটি সরলরেখা । 
লি 


চি) ৮ 


উদ্দাহুরুণ € যাঁদ মোট খরচ ফাংসন 17-2268 + ৮+৫ 


হয়, তবে গড় খরচ দল(--৫৮+৮ 4 


এবং প্রান্তীয় খরচ ৫. ₹24+ ৮ 


08) এখন অর্থনীতিতে কোন প্রাতষ্ঠানের একচেটিয়া (সুবিধাভোগী ) আধকারের' 
কথা আলোচনা করা যাক । মনে কর প্রাতষ্ঠানের 2 উৎপাদ থেকে গ্রোস আস 
(27955 716০1709) £২%% ০0 এবং মোট খরচ 41--£09) ; তাহলে প্রাতষ্ঠানের 
নীট আয (7001০৬৩1216) - £২- 17, উহা % এর একটি ফাংশন : এখন প্রাতষ্ঠান 
যাদ পরন (79011770170) নীট আয় পেতে চায়, তাহলে £-41 ফাংশনটির পরম 
মানের সত কি 2 

অন্তবকলনাবদ্যা থেকে আমরা জান যে 1০) ফাংশনটির ক্ষেত্রে যাদ কোন 
7০০৪ মানেব জন্য / ০৮০)-০0 এবং 7” (৯)-০ হয়, তবে 70) ফাংশনটি, 
২.০ বিন্দুতে একটি পরম মান ধারণ করে । 

তাহলে (4 - 41) ফাংশনটির ক্ষেত্রে প্রথমে আমাদের 


| 2211 
(2৮৮17) 5 2 ন্‌ ] 
৫ £-৮42)-509 ব। এ লি (1) 


সমীকরণটি সমাধান করে দেখতে হধে %. এর মান কত এবং সেই % এর মান 
ব। মানগুধিলর জন্য যাঁদ নিম্ীলাখত অসমতাটি 


2 
0908 (/৫- £1)-59 


৪১৪ কলন-বদয 
অথবা। ৫০42 ....:€2) 
সিদ্ধ হয়, তবে প্রাতষ্ঠানের সেই % উৎপাদে পরম নীট আয় হবে। উপরোন্ত 
আলোচনাটি সেই সব প্রাতষ্ঠানের ক্ষেত্রে প্রযোজ্য যারা উৎপাদ (%) স্থিরীকৃত করে 
'ব্লাথবে। যাঁদ প্রাতষ্ঠান বাজার দরকে (7) স্থিরীকৃত করে রাখে তবে 
৮০০০ -7%67) 
এবং 41-70-৮৮05 02)1 ; 
সুতরাং 7 বাজার দরে নীট আয় £₹-- 17 7790০) _£1%02)) 
এক্ষেত্রে নীট আয় পরম হবে যাঁদ 


৫ 
সারে 1--11 ল্(0 ৪৩৪ 3 
£ 0২777) (9) 


হয় । এখন (3) থেকে পাওয়া যায় 
৫ 217 
রি 17%09)1 টি রি 


2172 


অথবা %2)+1% 62) _ এ, এটি 0 
অথবা ?(2)+7%0)_ 4৯ %৫৮) ; [-- ৮৮%৫2)] 
অথবা %2)+ (৪-%৯1)-০ ....(5) 
এখন (4) থেকে পাওয়। যায় 
(408-০)]4০ 
21) (27 
“পূর্বের মত আমরা পাই 


চিত -17)-7%07)+ ০ 2:)%09) 
শত %19০)৭ (৮-%5)4091-4০ 


বা %€(72)+ (৪ স ৫) %€9) + $০)2০( তি *9 


অপরাপর প্রয়োগ £ অর্থনীতি ও জাবাবিজ্ঞানে ৪৯৫ 


বা গ৮11৮-8৮ €0৮)+%0)11-%42-4)-০ 





চ/2 
বা (2-%0) %:৪1%02)+ (৮- 4) ৪৫) 4০ -..৫) 
|" ১-%(০)] 


(1)- (2) ও (5) _ ৫6) অর্থনীতিতে দুইটি সুবিধাভোগী সমস্যা (70701015 
[1001517) নামে পাঁরচিত ।* 

উদ্দাহরণ £ যাঁদ একটি একচেটিয়। আঁধকারী প্রতিষ্ঠানের মোট খরচ 
11- 22৪ + ৮১+০6 হয় এবং চাঁহদ। নিয়ম 7 -19- *০ হয় তবে দেখাও যে পরম 


নীট আয়ের ক্ষেত্রে উৎপাদ ১ _-৯/৫৪+ 3০09 ৮)-4৫ 
34 


জমাধান£ এখানে নীট আয়. £- 417 
০2010 --11 
৮1926 --৮০205 72562 ৮9076 
» (97 2)১: 72968 _ ৭০০০৪ _ ৫ 
এখানে নীট আয়ের পরম মানের জন্য আবশ্যকীয় সর্ত 
৫1 
£ (8-72)-0 


অর্থৎ €(6- ৪) -2225- 34568 7 0 
বা 3০০৯ + 2274 08-19)-0 


৩ _2772 ৬৭42 - 120৮ -18) 
0. 


৮5235273449 78), 
3০ 


যেহেতু উৎপাদ % খণাত্মক হতে পারে না, সেহেতু 


১৮০৬০ + ১৭ 0571 8)-9.-৯ (মনে কর) 
ঞ 


(মনে কার করণীর অন্তর্গত অংশ ধনাত্মক ) 
ক. [12801010001 0০৮151 সম্বন্ধে বিশদ আলোচনা এস. কে: চ্যাটীজীর লেখা “4 72005 07 


28017019015 19170015125 10 5০010091080 (1)901%” (005 75০0100291০ 500 0165 
০৫, 15 (1975), 285-28?) প্রবন্ধটি পড়া যেতে পারে। 


৪১৬ কলন-াবদ। 


এখন এই উৎপাদে নীট আয় পরম হবে যাঁদ % এর এই মানের জন্য নিম্বালাখত 
পধ্প্ত সর্ত সদ্ধ হয় 
204-17).- 
074 
2%(-17) 
0765 


এখানে সম 6৮১৮ --22 


৫504 -47) 
27 1%-? 
044 -22 
সন _ 20৮২ + 3০07 -8) -০)- 2 
- 2 ২/হ+508-8)-০ 
সুতরাং নীট আয়ের পরম মানের জন্য % যথার্থই ৯ এর সমান । 
(0) অর্থনীতিতে "শ্থতিস্থাপকত।” 918561০109) কথাটির খুব প্রয়োগ আছে । 


যাঁদ চাহিদা নিম ০৮- %৫2) হয়, তবে চাহদার 'স্ছিতিস্থাপকতা ()- - + 2 
_4 (198 26). 
৫2 (1981) 


চি 941. 2 (105 41) 47), 
অনুর্পভাবে.মোট খরচের স্থিতস্থাপকতা &)-]7 7 - (০8৪ ৮) 


বেখানে 117 £(), 


এখন যেহেতু %-%(2) বা 9-405) এবং £- 2৮2» ১) 


৫০-2012 45 
- 1078 
সুতরাং : উৎপাদে প্রান্তীয় আয় প-৮01-3)। 
এই সয়তাটি অর্থনীতিতে খুবই প্রযোজনীয় । 
এখন যাঁদ নির্ধারত মূল্য ও চাহিদায় 1 হয়, তবে ৪ ০0 অর্থাৎ নির্ধীরত 


2 


চাহদার ক্ষুদ্র অন্তরালে মোট আয় ফাংশনটি একটি আরোহা ফাংশন অর্থাৎ % যত বাড়ে 
মোট আয় তত বাড়ে; ইহাই চ্ছিতিহ্থাপক চাহিদার ব্যাপার । 


অপরাপর প্রয়োগ £ অর্থনীতি ও জীবাবজ্ঞানে ৪১৭ 


কিন যাঁদ নির্ধারত মূল্য ও চাহিদায্স ? 1 হয়, তবে রি - -0 অর্থাং মোট আয় 
একটি ধুবক (অর্থাৎ পরম )। 

আবার যাঁদ নির্ধারিত মূল্য ও চাহদায় গ-1 হয়, তবে ৫০-:0 অর্থা নির্ধারিত 
চাহদার ক্ষুন্ন অন্তরালে মোট আয় ফাংশনটি একটি অবরোহী ফাংশন অর্থাৎ ৮ যত বাড়ে 


মোট আর তত কমে । ইহা আঁস্থিতিস্থ্াপক চাঁহদার ব্যাপার । 
অর্থনীতিতে চাঁহদার প্বাভাবক সর্ত (শ্বি91009,] ০0920161010, ০91 ৫0670998150) 


এই ষে প্রথমে মোট আয় উৎপাদের বাঁদ্ধর সঙ্গে বধিত হস (1), তারপর 'স্ছর 
থন্$কে 0.1) এবং তারপর মোট আয় উৎপাদের বৃঁদ্ধর সঙ্গে হাস পায় 9-:1). 


উদ্দাঙ্রণ £ ননে কর /-৫- &2 


ধানে 5৮:22. 5.-2,1 72805225285. 
সিন 20 2./ ( [নি ৫ 


্ উন 
2632 

2-265 

2 - 6 





রী 22 
৮ 0 _ 2620 


262৫ 


টি ১] অর্থাৎ ৫ - 22; সুতরাং ৫ 280 


এখন %১৮ 1 হলে 





কিন্তু 2.1 হলে ০- 28; সুতরাং দি 
2 
প্নরায় %-1 হলে 2285; সুতরাং টি 


অতএব % যখন 7 থেকে কম হয়ে ক্রমাগত বাঁধ পায় তখন মোট আমন বধিত 


হয়, ৮-ঠু) হলে মোট আয় স্থির হয় (অর্থাত পরম মান ধারন করে) এবং 


৯৯ শুট হলে মোট আয় হ্রাস পায় । 


সুতরাং /১-০--৮7 চাহিদা নিয়মটি অর্থনীভতে চাঁহদার দ্বাভাবক আকার । 
৬ 


৪১৮ কঙন-বদযা 


15.04 জীববিজ্ঞানের প্রয়োজনীয় সংজ্ঞা 

বৃদ্ধ সজীব বন্তুর বৈশিষ্ট্য । আ্যানাবালজম বা গঠনাত্মক 'বিপাকীয় কাধ্য যঞ্ষন 
ক্যাটাবীলজম ব৷ ধ্বংসাত্মক 'বপাকীয় কাধ্যের হারকে আঁতক্রম করে তখন নানাবিধ 
খাদ্যবস্তু শোষণ করে প্রোটোপ্লাজম পুষ্ট হয়। ফলে দেহের আয়তন ও ওজন কাড়ে 
এবং ক্রমাগত কোষ বিভাজন দ্বারা নৃতন কোষ গঠিত হয় । এই পুষ্টি দেহের অভ্যন্তর 
থেকেই হয় । সুতরাং গঠনমূলক 'বিপাকীয় কাধ্যের প্রভাবে প্রোটোপ্রাজমের পুক্টির 
ফলে কোষ 'বভাজন দ্বার জীবের আয়তন, আকৃতি ও শুফফ ওজনের (দেহস্ছ জল বাদ 
দয়ে ওজন ) স্থায়ী পাঁরবঙনকে বৃদ্ধি (0:০%/0) বল। হয় । 

জীব ব৷ ডীন্ভদের বৃদ্ধি সবসময় সমানভাবে হয় না। লেখাঁচত্রে সামীগ্রক বাঁদ্ধর 
হার আকলে দেখ। যায় যে সচরাচর জন্মের ( বা অগ্কুরোদগমের ) পরে বাঁদ্ধর হার 
খুব অপ্প থাকে, কিন্তু ব্লমে উহ। বাঁদ্ধত হয়ে সর্বোচ্চ মানে পৌছায় । এরপর বাদ্ধির 
হার আবার বমতে থাকে এবং শেষে বাঁদ্ধ প্রায় বন্ধ হয়ে যায়। জন্মের বা 
অশ্কুরোজ্গমের সময় থেকে বাঁদ্ধি বন্ধ হওয়া পধ্যন্ত বাঁদ্ধর ও সময়ের অনুপ্যতের লেখ 
অনেকট। ইংরেজী “০2 (উল্টা 5) অক্ষরের মতো । বৃদ্ধির এই সময়কে বিজ্ঞানী 
স্যাকৃস মুখ্য বৃদ্ধকাল নাম দিয়াছেন । 

এই জীবের বাঁদ্ধ বা জনসংখ্যার বৃদ্ধি বা রোগের জীবাণুর বৃদ্ধি সম্পর্কে আজকাল 
ভোত জীবাবিজ্ঞানে আলোচন। কর। হয় । 


15.05 ' জীববিজ্ঞানে অন্তরকজনবিদ্যার প্রয়োগ 
জীবের বাঁদ্ধর হার কলনাঁবদ্যার ভাষায় বল৷ যায়-_-সময়ের সাপেক্ষে দেহের ভরের 
বাঁদ্ধর হার অর্থাৎ এ ; আবার সময়ের সাপেক্ষে ঘনত্বের বাঁদ্ধর হারকে কলনাবদ্যায় 


লেখ৷ হয় (৮) ; অবশ্য কয়েকটি সর্ঠের উপর বৃদ্ধি ননর্ভর করে । 


(4) সহজ উদাহরণ 'হসাবে জনসংখ্যার আলোচনায় আসা যাক। জনবৃদ্ধির 
ক্ষেত্রে যাঁদও কতকগুল সর্ত প্রয়োজন, তথাপি জনসংখ্যাকে একটি একক বস্তু % ধরলে 
জনসংখ্যা বৃদ্ধির হারকে লেখ। যেতে পারে__ 

25 
27 /0%), 


এই সমীকরণের সমভার অবস্থার (০0910016101) ০1 01110110170) কথা চিন্তা করলে 
পাওয়। বায় 


2 
2 স৮/(০০) »৮ 0 


অপরাপর প্রয়োগ £ অর্থনীতি ও জীবাঁবজ্ঞানে ৪১৯ 


স্পষ্টত।ই শেষোন্ত সমীকরণের ০-৮০ তে একাঁট কীজ থাকবে, কারণ জনসংখ্যা 
বৃঁদ্ধর শুরুর জন্য অন্ততপক্ষে একজন মাঁহল৷ প্রয়োজন 1 


এখন টেলরের উপপাদ্যের সাহায্যে 72) এর িতাতি করলে পাওয়। যায় 


-/)-৫+ ০ 10569 7০ 


বস্তীততে * এর নিরপেক্ষ কোন পদ থাকতে পারে না, কারণ যাঁদ থাকে তবে 


25 
2৭0 যখন ১- ০. 


এ »/(১)-0 সমীকরণাঁটর অন্ততপক্ষে আর একটি বীজ থাকবে, কারণ জন- 


সংখ্যাবীদ্ধর একটি উচ্চসীমা (80০17 11010) থাকা উচিত । এই সর্ত সদ্ধ হতে 
গেলে সবচেয়ে সহজ অবস্থা নিশ্নর্প 
070 


-275 2241 05%2, 
রি ১4705 


-2/% 
1] +2-8£ 
27070. ___ 1 _ 
01৮ (1 1+9-552)5 

22 676 ৫ 

7৮ ৫1+6-5£)5 


কারণ যাঁদ মনে কাব 2৮7 
তাহলে ৫52) 


ট 


2701 +6-5£- 1) +০ ০) 
9 ] 
_52/10.+ ০12 
]+2-572 ৫1 4+2-5৫)2 
মু 0220765 


সুতরাং দেখা গেল রর - ০১+ ৮১৪ সমীকরণাটর একাঁট বাজ 


উহাই জনসংখ্য। এবং সময়ের একি সম্পর্ক ৷ 
প্রকৃতপক্ষে পাল এবং 'রিডের গণনা 1হসাবে 1790 থেকে 1910 সাল পর্যস্ত 


আমোরকার জনসংখ্যার পাঁরমাণ 
১০197273000 


1 +6০-9985$34& 


৪২০ কলন-াবদ্যা 


(8) এখন জীবাবিজ্ঞানের কোন প্রজাতির সংখ্য৷ যাঁদ £ হয় এবং প্রত্যেকের 
গড় ভর যাঁদ % হয় তবে মোট ভর 5৮7-717. 
৫১6 721, 71277. 


24 হি 
& যাঁদ ধুবক হয়, তবে ৫0; তাহলে পাওয়া যায় 
24 21৬ 
৫1 ৫. ্ 


প্রীত একক সময়ে মোট জন্ম-হার যাঁদ 7 হয় এবং মোট মৃত্যু-হার যাঁদ ?) হয় 
তবে 


21 
এ 840 *** (2) 
প্রাত একক সময়ে মাথাপিছু জন্ম-হার এবং মৃত্যু-হার যথাক্রমে & এবং 4 হলে 


উপরোন্ত সমীকরণ নম্মীলাখতভাবে লেখা যায় 


৫8 &-০) 1৫ রে (3) 

(1) এবং (2) থেকে পাওয়া যায় 
, 4-08-০) 7 (4) 

(1) এবং 3) থেকে পাওয়া যায় 
৫ -৮৮-9) ম - (5)৯ 


বিবিধ প্রশ্মমাল! 15 


1. যাঁদ চাখহদা নিয়মাঁট 7৮276 হয় (যেখানে ৫ এবং ৫ ধণাত্বক ধ্ুবক 


সংখ্যা ),*তবে চাঁহদ। বন্ররেখার প্রকৃতি কর্‌প 2 দেখাও ষে মূল্য যতই বাধিত হোক 

না কেন চাহিদা থাকবেই । 
* জীববিজ্ঞানর আর একটি প্রয়োগ সম্বন্ধে এস. কে. চ্যাটাজী এবং এ. কে, চোঙদারের লেখ! 
0012 210 58051031028 01018551081 2.0112-৬ 01602. 17)0051 01? . 107608001- 


0155 5581522” (98138809851 77৬০0, 0011. 7176. ৬০1, 17 (1981), ঢল ৪-10) 
প্রবন্ধটি পড়৷ ষেতে পারে। 


অপরাপর প্রয়োগ £ অর্থনীতি ও জীবাবিজ্ঞানে ৪২১ 


2, যাঁদ খরচ ফাংশন 177 25৭ - ৮%৪ +৫% হয় তবে গড় খরচ এবং প্রান্তীয় 
খরচ কত ? গড় খরচ এবং প্রান্তীয় খরচের প্রকৃতি কিরূপ ? 

3. যাঁদ একটি একচোটয়। (সুবিধাভোগী ) প্রতিষ্ঠানের মোট খরচ 17. 829 - 
৮2৮৪ ০০+4 হয় এবং চাঁহদা 'নয়ম 7-19--% হয় তবে দেখাও পরম নীট 
আয়ের ক্ষেত্রে উৎপাদ 'নম্রলাখত সমীকরণের ধণাত্মক বাজ ; 

3258 20৮ - 4)১৫- (6 -০)- ০. 

4. যাঁদ 7৩) এর 'স্থিতিম্থাপকত। '€ হয় তবে দেখাও যে (৯) এবং 
11 এর 'শ্থিতিস্থাপকতা যথারুমে (€+ 1) এবং ৫-1), 

এখন 52 এবং ৪-* এর 'স্থিতিস্থাপকতা নির্ণয় কর । 


5, দেখাও যে নিম্বীলাখত চাঁহদা নিয়মাট অর্থনীতিতে চাঁহদার স্বাভাবিক 
আকাখ 5 
৫ 
এরন্ি 
2/8 


9 6-০2৮--] 
0 


6. সময়ের সাপেক্ষে যাঁদ জনসংখ্য ১- হয়, যেখানে ৮» 7 


৫ 


যখন £- 0 এবং ০-4০+, 


তবে দেখাও যে 


2 


৮ ০2207 62 
21 


7. ? সময়ে কোন শহরের জনসংখ্য। যাঁদ 7 ৫) হয়, তবে 7 ৫) কি £ এর একাঁট 
আঁবাচ্ছিন্ন ফাংশন 2 কারণ উল্লেখ করে উত্তর দাও । 


ররর রোযার এরি পার 





€ প্রথম ভাগ ) 


পরিশিষ্ট 2 বিবিধ আলোচনা 


পরিশিষ্ট 
(বিবিধ আলোচন। ) 


9.0. প্রাথমিক মন্তব্য ঃ 

'দ্বিমাত্রক দেশে বক্ররেখার প্রকৃতি ভালভাবে বুঝতে হলে বক্ুরেখার লেখাঁচন্র অঞ্কন 
করার পদ্ধীতি আয়ত্ব কর দরকার । কলনাবদ্যায় আমরা ফাংশনের আবাচ্ছন্নতা, 
অন্তরকলনীয়তা, চরম মানের আস্ত, স্পর্শক ও অভিলম্ব, আঁভসারক ইত্যাঁদ আলোচন। 
করেছি। এই ধারণাগুলি বক্ুরেখার লেখাঁচত্র অঞ্কন করতে হলে খুবই দরকার। 
তাছাড়। আরও কতকগুলি ধর্ম আলোচনা না করলে বক্ররেখার সম্পূর্ণ ধারণা হয় নাঁ_ 
যেমন বঞ্করেখার অবতলতা৷ (০01008%119), অসাধারণ বিন্দুর (51050]81 00100) 
আস্তত্ব। বর্তমান আলোচনায় আমরা বক্রুরেখার নৃতন কয়েকটি ধের কথা বলার সঙ্গে 
সঙ্গে লেখাঁচত্র অঞ্কন করার পদ্ধাত আলোচন৷ করব । 


0.0.2 বক্ররেখার গ্রতিসাম্য (99710000) 
বক্ররেখাকে 

(1) ৫-অক্ষরেখার সাপেক্ষে প্রাতিসম বল৷ হবে যাঁদ ) এর পাঁরবর্ঠে -১ 

বসালে বক্ররেখার সমীকরণ অপিবাতিত থাকে ; 

(2) চ-অক্ষরেখার সাপেক্ষে প্রাতসম বল৷ হবে যাঁদ £ এর পারিবর্তে -% 
বসালে বক্ররেখার সমীকরণ অপাঁরবতিত থাকে ; 

(3) মূলাবন্দু (0, 0) এর সাপেক্ষে প্রাতসম বলা হবে যাঁদ 2 এবং ) এর 
পাঁরবর্তে যথাক্রমে -% এবং -) বসালে বক্ররেখার সমীকরণ অপাঁরবতিত 
থাকে; 

(4) ১) % সরলরেখার সাপেক্ষে প্রতিসম বল! হবে যাঁদ *% এবং ) এর পরস্পর 
বানময়ে বক্ররেখার সমীকরণ অপিবাঁতিত থাকে । 


এখন মনে কর 77105) ফাংসনটি গা (6%611) | তাহলে যুগ্ম ফাংশনের সংজ্ঞ। 
থেকে জানি 1(-)-7(9%) ; সুতরাং % এর পরিবর্তে -১ বসালে বক্ররেখার 
সমীকরণ অপ্পারবাঁতিত থাকে । তাহলে (2) অনুসারে বক্ররেখাটি %-অন্দরেখার 
সাপেক্ষে প্রাতসম। 


৪২৬ কলন-াবিদ্যা, 


উদাহরণঘ্বর্প মনে কর )-*০৭ ; আমর! জানি বক্ররেখাটি আধবৃত্ত । লেখাচন্ত্ 
থেকে দেখা যায় বক্ররেখাটি ৮-অক্ষরেখার সাপেক্ষে প্রাতসম অর্থাৎ ফাংশনের সংজ্ঞার, 


রর 


অঞ্চলে যাঁদ শুধু ০ এর ধনাত্মক মানের জন্য লেখাঁচন্র অঞ্ফন করা হয় তবে % এর' 
ধাণাত্মক মানের জন্য অনুরূপ লেখাঁচত্র সহজেই ধারণ। করা যায় । 


আবার মনে কর )/-)১) ফাংশনটি 'বিধুগ্ম 6০৫) । তাহলে বিষুগ্ম ফাংশনের 
সংজ্ঞা থেকে পাওয়। যায় 170-2)- 7109); সুতরাং এখান্র, % এর পাঁরবর্তে 
-2 এবং ) এর পাঁরবর্তে -) বসালে বক্ররেখার সমীকরণ অপাঁরবাতিত থাকে ॥ 
তাহলে (3) অনুসারে ধরুরেখাটি মূলবিন্দু (0, 0) এর সাপেক্ষে প্রাতসম । 





উদ্াহরপন্বর্প মনে কর )-%; এখানে )-০ এর লেখাঁচত (0, 0) বন্দুক 
সাপেক্ষে প্রাতিসম, কারণ ইহা৷ একটি 'বিষুগ্বা ফাংশন । 


পারাশিষ্ট ৪২% 


পুনরায় মনে কর )/-%5 ; এর লেখাঁচন্র সম্পর্কে পরে আরও আলোচনা করা 
হলে । শুধু এখানে মন্তব্য করা যেতে পারে এই লেখাঁচন্তর (0, 0) বিন্দুর সাপেক্ষে 
প্রাতসম । 

আঁতারন্ত উদাহরণ $-_ 

1. 201 +১)--৮5(1 - 5) বরুরেখাটি 4-অক্ষরেখার সাপেক্ষে প্রাতিসম | 

2, 020৯4)» বক্ুরেখাটি 4%-, ৮৭ অক্ষরেখা এবং মৃলাবিন্দু (0, 0)এর 

সাপেক্ষ প্রাতিসম ৷ 
3. ০910 2 এর লেখাঁচত্র (0, 0) এর সাপেক্ষে প্রাতিসম । 


4. )/- 0095 ৮ এর লেখাঁচত্র ৮- অক্ষরেখার সাপেক্ষে গ্রাতসম | 


6.0.3 বক্ররেখার য- ও খ- অক্ষরেখার সহিত ছে্ব বিন্দু 
ব্ধরেখার 4%- অক্ষরেখার সহত ছেদাবন্দুগুল নির্ণয় করতে হলে বক্ররেখার' 
সমীকরণে )-৮0 বাঁসয়ে ০ এর মানগু'ল সমাধান করতে হবে । 


অনুর্পভাবে %- অক্ষরেখার সাঁহত ছেদাঁবন্দুগীল নির্ণয় করতে হলে বক্ুরেখার' 
সমীকরণে ০.0 বাঁসয়ে ) এর মানগুল সমাধান করতে হবে। 


মনে কর বকুরেখাটির সমীকরণ 
0801 4১০0-01-50) 
এখানে 4 অক্ষরেখার উপর ছেদ্াবন্দুগলর জন্য %-0 এবং ০.৮! ; পুনরার 
7৮- অক্ষরেখার উপর ছেদাবন্দুর জন্য )-*০, 


৪২৮ কলন-বিদ্যা 
.0.4+ বক্ররেখার এলাকা 
বন্তরেখার এলকোর ধারণ। করার জন্য ৮ এর অন্তরাল লক্ষ্য করতে হবে যেখানে 
বক্ররেখার আস্তিত্ব বিদ্যমান । অনুর্পভাবে » এর অঞ্চল লক্ষ্য করতে হবে। 
উদাহরণস্বরূপ )%(1 +১)-2€1 750 বকুরেখাটির এলাকা -] হু] 
এবং 9» এর সব মানের জন্য; কারণ যখন % %&(-1,1] তখন ) এর মান 
কাম্পানক ৷ 


9.05 প্রথম বিভ্তেদক সহগ্ এবং দ্বিতীয় বিভেদক সহগের প্রকৃতির 
সঙ্গে বক্ররেখার সম্বন্ধ ৫ 
বকুরেখার অর্থাং ফাংশনের প্রথম বিভেদক সহগ এবং "দ্বিতীয় বিভেদক সহগ্ের 
প্রকৃতি থেকে অনেক মূল্যবান তত্ব উদঘাটিত হয় । যেমন রর থেকে বক্ররেখার যে 
কোন 'বন্দুতে স্পর্শকের নাত (৩1079) জান। যায় । পুনরায় [৫, &] অন্তরালে 
যাঁদ /-/%) ফাংশনটি আঁবাচ্ছন্ন হয় এবং (৫, ৪) অন্তরালে /০)০% ১০ 


হয়, তাহলে [ঞ, &] অন্তরালে /(») একটি আরোহী ফাংশন ; অপরপক্ষে যাঁদ ৪৮৩০ 
হয়, তাহলে 7৫) একটি অবরোহী ফাংশন। আবার যাঁদ 7/(০)-০ এবং 
নী 10০) রা 


০, 
মান নির্দেশ করে ; 'অপরপক্ষে যাঁদ /(০)- 0 এবং /৫৮০)১৯০ হয় তাহলে 29 
বদি 10) ফাংশনের একটি অবম মান নির্দেশ করে । সাধারণভাবে যাঁদ 
10০৮০) ৮00০)- ৮067) ৫৮০)-০ 
এবং 10) (%০)5%50 

হয়, তবে যখন / যুগ্ধ তখন ০০ বিন্দুটি /0%) ফাংশনের একাট চরম মান [নির্দেশ 
করে ; কিন্তু যাঁদ £ বিষুগ্ম হয় তাহলে 2০ বিন্দুটি 70) ফাংশনের কোন চরম মান 
নির্দেশ করে না। 

এখন মনে কর 2740৯) কোন বক্ররেখার সমীকরণ । (%০,)০০)) বিন্দুতে 
এই বক্ররেখার সমীকরণ থেকে পাওয়া যায় 


ন? -/ ৩) ০00০) -- ১9) 
অথবা )-/(০)+709) * (৪- %9) 
)-০-)(৯) -1০)-70৯০) * (০৯৪) 


«0 হয় তাহলে ০০ বিন্দুটি 70) ফাংশনের একটি পরম 


পারশিষ্ট ৪২৯ 
উপরের সমতা »%-এর কোন মানের জন্য বরররেখ। ও স্পর্শকের কোর্টির অন্তর প্রকাশ 


করে। এখন মধ্যমমান উপপাদ্যের সাহায্যে পাওয়া যায় 


রা 


০1. 2 & 


)-/-০)0৫- ০) 10০) - 2০) 
[1 (০)-/0৮০) ] (৫-%9) 1 
যেখানে ৫ শবন্দুটি ০ এবং ০ এর মধ্যে বিদ্যমান । 
পুনরায় মধ্যমমান উপপাদ্যের সাহায্যে পাওয়া যায় 
/--/7(65)(০-০)(0%-০) 
যেখানে ৫২ বিন্দুটি %০ এবং ৫ এর মধ্যে বিদ্যমান | 
এখন মনে করা যাক (4, ৮) অন্তরালে সংজ্ঞিত )-10১) বন্ররেখা অস্তরালের 
সকল বন্দুতে 70) € 0 অসমতাটি সিদ্ধ করে তাহলে ; তাহলে বক্ুরেখার 
প্রকৃতি কিরূপ হবে ? | 
প্রথমে )-)-1(৫1)66- ০) -_ 2০) সমতার্টিত ০ ১ ১০ এর ক্ষেত্রে 
7-)/ এর চিহদ আলোচনা করা হবে। যখন 2 ১৮ %০ তখন 9০ € ৫ এ %১ 
যেহেতু ৫-%০ ৮০, -০০৯০ এবং 76৫5) € ০, সেহেতু 
9%-7 এ 0. 


০ আটে আচ 
এখন লক্ষ্য করা ঘেতে পারে ষে, কোন 2 ১৮ ১০ এর জন্য বন্ররেখার উপর 


৪৩০ কলন-বিদায। 
বিন্দুর স্থানাঞ্ষ (১ 0) এবং (৮০১ 770০) বিন্দুতে স্পর্শকের উপর বিন্দুর হ্থানাঞ্ষ 


€৮, 9); সুতরাং যেহেতু /--০, যে সকল বিন্দুর ভূজ+০ সেই সকল বিন্দু 
স্পর্শকের নীচে থাকবে । 


পুনরায় যখন »€%০, তখন % €৫*৫%০ ; তাহলে ৮-০০+€০, ৫০-৮০-9 
এবং /€(৫$)৩০. 


)- 9৭০. 


অতএব ১«৩%০ এর জন্য বর্লরেখার 'বন্দুর স্থানাঙ্ক (2, 9) এবং (০১/৫%০)) 
বিন্দুতে স্পর্শকের উপব বিন্দুর স্থানাঙ্ক (০৮, 7) এবং যেহেতু )-)-০, আমরা 
লক্ষ্য করি, যে সকল 'বন্দুর ভুজ €%০ সেই সকল বন্দু স্পর্শকের নীচে থাকবে। 
অর্থাং যখন 7'(%)-:০, % € (৫, &), তখন (৫, &) অন্তরালে বক্লুরেখার উপর সকল 
বিন্দু ৫৫, 8) অন্তরালের মধ্যে যে কোন বিন্দুতে স্পর্শকের নীচে থাকবে । এর্‌প ক্ষেত্রে 
বল। হয় ৫৫, 9) অন্তরালে ১7০) বক্করেখাটি উপরের দিকে উত্তুলম (০01056% 1১) 
ব৷ নীচের দিকে অবতল্গ (০০11০8%6 ৫০৮/0). 


অতএব আমরা 'নম্নীলাখতভাবে উপরোন্ত আলোচনার ফলটিকে প্রকাশ করতে 
পারি £ 

(1) যাঁদ (৫, &) অন্তরালের সকল ীবন্দুতে )-/%) এর দ্বিতীয় 1বভেদক 
সহগ খণাত্মক হয় অর্থাৎ (»)-৩০ হয়, তবে 7709) বক্ুরেখাটি ৫, &) অন্তরালে 
উপরের 'দিকে উত্তল বা নীচেব দিকে অবতল । 


অনুরূপভাবে দেখানে। যেতে পারে 


(2) যাঁদ (৫ 8) অন্তরালের সকল বিন্দুতে )-/0) এর দ্বিতীয় বিভেদক 
সহগ ধনাত্মক হয় অর্থ। /'()১০ হয়, তবে /-*/%) বনক্রেখাটি €৫, ৪) অন্তরালে 
উপরের দিকে অবতল (০০০৪৩ 0) ব। নীচের দিকে উত্তল (০০০৪% ৫9৬/0) 
অর্থাৎ (৯19) অন্তরালে বকরেখার উপর সকল বিন্দু (5519) অন্তরালের মধ্যে যে 
(কোন 'বন্দুতে স্পর্শকের উপরে থাকবে । 


“পরিশিষ্ট ৪৩১ 
উদ্দাহরণ $ মনে কর 7/-2-- 4 





এখানে )-ন -24:09, সকল » এর জন্য 
অতএব বক্ররেখাটি সর্বন্ন উপরের দিকে উত্তল। 


উদ্দাছরণ £ মনে কর 7৮০৩ 
এখানে )৮-6-% 





তাহলে )/*৫০, যখন »€০ 
এবং ) ১৮09, যখন ৮০ 
অতএব যখন % -০ বক্ররেখাঁট উপরের 1দকে উত্তল এবং যখন ৮১0 বক্ুরেখাটি 


উপরের 'দকে অবতল । 
মন্তব্য £ দ্বিতীয় উদাহরণে লক্ষ্য করার বিষয় এই যে বক্ররেখাটি ১৮-০ এর 


€অর্থাং (0, 0) এর) বামাঁদকে উপরের 1দকে উত্তল এবং এবং ডানাঁদকে উপরের দিকে 
অবতল । তাহলে (0২0) 'বন্দুটি বক্ররেখার উত্তল এবং অবতল অংশের মধ্যে বিরাজমান 


৪৩২ কলন-ব্দা। 


অর্থাং এই বিন্দুটি বন্ররেখার উত্তল এবং অবতল অংশদ্বয়কে পৃথক করে দিয়েছে । 
এর্‌প 'বন্দুকে বরুরেখার চ্যাতাঁবনদু (9০101 ০6110600192) বলে। এই চ্যাতীবন্দুতে 
স্পর্ণক বক্ররেথাকে ছেদ করে, কারণ এক পার্থে বক্ররেখার স্পর্শকের নীচে এবং অপর- 
পার্থে বক্ররেখা স্পর্শকের উপরে থাকে । 

্যাতাবন্দুর আস্তিত্বের আবশ্যকীয় সর্ত হিসাবে নিম্নীলাখত বিবৃতি উল্লেখযোগ্য £_ 

(3) মনে কর 7/-1/ (9) একটি বক্ুরেখা । এখন যাঁদ /€৫2)-0 হয় অথব। 
16৫) সাস্তভাবে বিদ্যমান না হয় এবং /" ০০) এর চিহ্ন পারবাতিত হয় যখন % 
এর মান এ বন্দু আতক্রম করে যায়, তবে বক্ররেখার যে বিন্দুর ভূজ “৫ সেই 'বন্দুটি 
চ্যতাবন্দু। 

প্রমাণ £_-01) মনে কর/'0) 4০ যখন 4৫ এবং 7০১০ যখন ০৫ 
তাহলে যখন ৮ €৫, বন্ররেখাটি উপরের 'দকে উত্তল এবং খন »১৫ তখন বক্ররেখাটি 
নীচের দিকে উত্তল । অতএব যে "বন্দু ভুজ ৫ সেই বিন্দুটি চ্যাতবিন্দু। 

(0) মনে কর 1% ০) ৯০ যখন ১৮ এবং 7 ০১০ যখন ০৯৮; 

তাহলে বখন ১৮৮, বরুরেখাটি নীচের দিকে উত্তল এবং খন -৯৮ বরুরেখাটি 
উপরের দিকে উত্তল । অতএব যে 'বন্দুর ভুজ “৮ সেই বিন্দুটি চ্যাতীবন্দু। 


উদ্দাহরণ £ মনেকর 7-৪-%: 
এখানে 2/- _22%6-4 


এবং )"-26-5 02৮5-1), 
এখন )”" সবর বদ্যমান। তাহলে )/"-0 সমাধান করে পাওরা যায় 
71 1 
৪2 এ 


০ হল 
লক্ষ্য কর। যায় 


যখন ০৭ - মর তখন 1১৮০9 


তখন )/” €০. 





এবং 





হু 


সুতরাং খন % এর মান - হু আরম করে তখন )" এর চিহ পাঁরবার্তত 


হম্ন। অতএব বকুরেখার একটি চ্যাতীবন্দু (-3 বে ঠ. 


পারাশিষ্ট 


৪৩৩ 


পুনরায় যখন ৮ 7. 0৮” ০, 


হি 


এবং যখন ১০ টি )৮ ৯০. 
৬2 





অতএব বক্ররেখার আর একটি চ্যাতবিন্দু | -নু* ৪7] 


এখন লক্ষ্য কর। বায় 


যখন - ০০২৮২ ছু বক্ররেখা উপরের 'দকে অবতল, 
] 


] 
যখন - 72 এ 0, বন্ররেখা নীচের 'দকে অবতল, 


এবং যখন €০% 4০০১, বন্ররেখা উপর দকের অবতল । 
ট 


পুনরায় )+- _2৪-% থেকে সহজেই প্রতীয়মান হয় 
যখন ০০, তখন 7৮ ৯০9 
যখন ১১৯০, তখন 7)” ০ 
এবং যখন ০-০, তখন 7 - ০. 
2স্০0 বন্দুতে পরীক্ষা করে দেখা যেতে পারে ফাংশনের একটি পরম মান 
0/-৮ 1) আছে। 
এখন উপরোন্ত আলোচনার ফলে ফাংশনাঁটর লেখাঁচত্র সহজেই অক্ষন করা যেতে 
পারে 





উদাহরণ ১ )-5/ ০+2) 
_219 
এখানে ০/০৫---৯/, 
(১০4 2)5 
১৬ 


8৩৪ কলনশাবদ্যা 


এখানে )"- 0 অসম্ভব; 7)" এর হরকে শুন্যের সহিত সমান করে দেখা যায় 
যখন 2. -2 তখন )” সাস্তভাবে বিদ্যমান নয়। এখন 7১৯০ যখন ৮ -2 
এবং )/4:0 যখন ৮ -2; অতএব বক্লরেখার (-2,0) একটি চ্যাতবিন্দু ৷ 
(-2,0) বিন্দুতে স্পর্শক % অক্ষের সমান্তরাল, কারণ 2» -2 তে )” এর মান 
অনন্ত । | 


9.06 অভিসারকের সাহায্যে বক্ররেখার প্রকৃতি নির্ণর 
আমর। জান যে )-/০) বক্লরেখার ক্ষেত্রে যাঁদ ৫" এমন একটি সংখ্য। থাকে 
যাতে 
111) 70১) 3০০ 
৯ 6: 


হয়, তাহলে 2:-5£ সরলরেখ। )-) বক্ররেখার একটি (উল্ল্ব ) আভসারক । 


পুনরায় যাঁদ 


1117 105) 


টিজার 8 


এবং |10)[/০)-17২%]1-8, তসাল্ত 


১০৯ + ০০ 


হয়, তাহলে )/-/3+, সরলরেখা৷ ১) বক্ররেখার একটি (ডানাঁদকের 
তিধ্যক ) আভসারক ; যাঁদ ২ -0 হয় তবে সেই আঁভসারক ভানাঁদকের অনুভূমিক 
আঁভসারক । 


পুনরায় যাঁদ 
11777 
১৯ তা ০ 


15)-/, (সান্ত) 
শা 


এবং 110) [109) - /2%] 7 &2 (সান্ত) 


১০-৮7-০০9০ 


হয়, তাহষ্ল )-/:2০+ ৮৪ সরলরেখা। ১770০) বক্ররেখার একটি (বামাঁদকের 
তির্য্ক ) আঁভসারক ; যাঁদ ৪ »0 হয় তবে এই আঁভসারক বামাদকের অনুভুমিক 
আঁভসারক ; (70%) ফাংশনটি একমানাবাশিষ্ট )। 


৭০০ 7 | 





মনে কর ০" 





পারীশষ্ট 8০6 


এখানে 0) - 








রন রা 
১) এর হরকে শূন্যের সাহত সমান করে পাওয়৷ যায় 
১০০ _ | এবং 27 | 


উহার! বক্ররেখার দুইটি উল্লন্ব আঁভসারক । 

1তষ্যক আভিসারকের জন্য প্রথমে মনে কার »%-৯ + ০০ তাহলে 

1 11] 0). 117) 2? 7 

2০৮৯4০০১০৮৯ +০০ লিরিলে জা 

এব 63. 75 1117) (0 - 5) 7 1112) 9৫2 --20০০5 - 0 
১১৮ ৩4০৩ ১-৯ কা৩৩ +/9%5_1 


7.১ একটি ডানাঁদকের 'তিষ্যক আভসারক । 
অনুরূপভাবে যখন ১-৯- ০০, তখন দেখা বায় 


/02 ৮1127 2 _] 
১7৮ -০০7)/ 
এবং 85 117] ()+১০)--0 
১০৮7০ 


2. -১ একাট বামাদকের তধ্যক আভিসারক । 





0.07 সমতল বক্ররেখার অসাধারণ বিন্দু 
মনে কর কোন বক্ররেখ'র সর্মীকরণ 702, ))-* 0; আমরা জান 
2) _ি 
2 নি 
সুতরাং 7 বা /; এর অন্তত একাট যাঁদ বক্ররেখার কোন 'বন্দুতে যথা (৮০, 9০) তে 


শূন্য মান ধারণ না করে তবে ঠা বা 93 সান্ত অর্থাং (১০, 9০) 1বন্দুতে বক্রুরেখার 


একটি সুনাঁদষ্ট স্পর্শক বিদ্যমান । এরৃপ (০, 9০) বিন্দুকে বক্ররেখার লাধারণ 
বিষ্দু (০:910915 91100) বলে । 


৪৩৬ কলন-াবদা 
কিন্তু যাঁদ (১০, 99) বিন্দু এমন হয় যেখানে 
(8 মি ৯১ ৯০%(৩১ ১০১. 


১177 76০ 


০/ _ 
ঞ্বং হি ৮০০৮১৮/% (স০৮ )০) ৮0, 


9? স্"০)0 
তবে (০০, ০) বিন্দুতে বক্ররেখার স্পর্শকের নাঁত নির্ণয় কর। যায় না। এরুপ 
বন্দুকে ব্ুরেখার অসাধারণ বিন্দু (51080121 ঢ70011)1) বল। হয় 
সংজ্ঞা 2 10, ))-0 বক্ুরেখার (১০, 9) 'বন্দুকে অসাধারণ বন্দু বল। 
হবে, যাঁদ বিন্দুর হ্থানাঞ্কঘ্বয় নিশ্নীলাঁখত [তনাট সমতা 'সদ্ধ করে £ 
/0%০, )/৭)--0, 1205০ 9০) - ০0, ১% (9৫০৯ ১০). ০. 
এখন যাঁদ 
4 চটি (০6০, 70)5720 
49778 (2৫০, )/০)70 
07795 (%০, )/9)520 
এবং /১-৮440-985 
হয়, তবে অসাধারণ বন্দুগুলির নিম্রীলাখত শ্রেণীবিভাগ ঝা যায় £ 
(1) যাঁদ /১ ১0 হয়, তবে (০, 9০) বিন্দুটি একাঁট স্বতন্ত্র (15919699) 
অসাধারণ বিন্দু ; 
(12) যাঁদ /১ «0 হয়, তবে (০১ 99) বিন্দ্টি একাঁট পাতাবন্দু 09০91 
[0116 01 17006 ০01 00৮16 19011)6) ; 
(11) যাঁদ ১0 হয়, তবে (৮০, 99) বিন্দুটি একটি সু্চাল "বন্দু (০85) 
বা স্বতন্্ বিন্দু বা আঙ্ট। বিন্দু (4010706) হতে পারে । 


মু এ 


আওটাবিন্দ 
মু মনে কর ০) ৫৪ নি 
এখানে 7৮ ৮2724 355 
1. 72) 





পারাশক্ট ৪০৭ 


ঠি-0 এবং /% »-0 সমাধান করে পাওয়া যায় (0, 0) এবং (-$, 0); কিনতু 
€- £৫, 0) বিন্দুটি বক্ররেখার উপর অবাস্থিত নয় বলে একমান্ন অসাধারণ বিন্দু 
€0, 0). 
এখন 1৪7 22+ 62 ; ১০4 722 
72৮ --0 *০ £ল0 
85252. ৪৪ েস্ত 2 
/১740- 82০ 4৫ 


০১০ হয়, তবে (0, 0) বন্দুটি পাতাবন্দু 


৫-0 হয়, তবে (0, 0) ববিন্দ্রটি স্বতন্ত্র বিন্দু 
০.0 হয়, তবে (0, 0) বিন্দুটি সু'চাল বিন্দু । 


বা 


বিবিধ উদাহরণ 


মনে কর বক্রেখার সমীকরণ 
020] 1 5০)- 207 750) 
এখানে বক্ুরেখাটি 2-অক্ষরেখার সাপেক্ষে প্রাতিসম । 
7%-অক্ষরেখার সাহত বক্ররেখার ছেদাবিন্দুর জন্য 2%-০0 এবং 4.1; 
৮-অক্ষরেখার সহত বক্ররেখার ছেদবিন্দ্ুর জন্য )--০. 
বক্ররেখার এলাকা - 1491 এবং ) এর সকল মানের জন্য । 


বক্ররেখার সমীকরণ থেকে দেখা যায় 
.-2৯/] ০ 


-১৯/1-% এবং চি 
৬] + 2 


২/1 +% রর 





56818 তখন 22)» 1-2-- 


২112৮ 27 (1+০)801-১08 





যখন ০ 


(3৮১5, নি 42-/4১_) ব্দটি ব্তরেধার পরম মান নির্দেশ করে৷ 


8৩% কলনশাবদ্যা 





বরুরেখার কোন চ্যাতীবন্দ্ু নাই । ৮- লু অংশের লেখ নীচের 'দিকে 
ন 
অবতল। 


প্রাতসাম্য ধর্ম থেকে দেখা যায় 7). শর্ট অংশের লেখ উপরাঁদকে 





অবতল ! এই অংশের অবম মানের বিন্দুটি 
(০ টনি বলিস 
2.7 টে | 


বক্ররেখার আভিসারক ০. 1. 

বরুরেখার অসাধারণ বন্দু (0, ০), উহা একটি পাতাবন্দু। পাতাঁবন্দুতে 
্পর্কিদ্ধয়ের সমীকরণ )-% এবং 3. -%, 

তাহলে প্রদত্ত বক্ররেখার লেখাঁচন্র নিশ্রূপ ৪ 





0.08 বক্ররেখাটি যখন »-%6) এবং ৮০৫) দ্বার প্রকাশিত তখন 
বক্ররেখাটির প্রকৃতি আলোচনা ঃ 


মনেকর ১-%৫) এবং )-4/66 
৫). (4) 
এও ৫৮7০ 
£- 407) %(0-% (0 406) 
[%06)1* 
এখন £ এর কোন্‌. কোন্‌ মানের জন্য % (£) অথব৷ (৫) শূন্য মান ধারণ করে বা 
বাচ্ছিন্ন থাকে তা৷ লক্ষ্য করতে হবে। মনে কর £ এর সেই সকল মানগুঁল /2, /১ ...৫% 
(মানের ক্রমানুসারে লেখা হয়েছে )। পরে (5545)5 (৫৪5 5) ৮ ৫%৮-5৯1) 


এই অন্তরালগুলিতে ঠা এর চিহদ্গুল লক্ষ্য করতে হবে; তাহলে ফাংশনের 


*' এবং 


পারাশষ্ট ৪০৯ 


€ অর্থাৎ 7-%0) এবং )- (৫) ৯ 9০10) আরোহী বা অবরোহী প্রকৃতি 
জানা যাবে। পরে £১/ এর সাহায্যে বরুরেখার এ সকল বিন্দুতে উত্তলতা ব। 
অবতলত। পরীক্ষা করতে হবে। আঁভসারক নির্ণয়ের জন্য £ এর সেই সকল মানগু'ল 
বাহর করতে হবে যেখানে 2 ব ) ব। উভয়েই 4০০ এর অভিমুখকালীন হবে । 


মনে কর ০74 909 4 
9৯৫ 5115 1 ] 
এখানে যেহেতু 099৪ £ এবং 5105 4 ফাংশন দুইটি পধাবৃত্ত 095110010), 
2 একটি পর্যায় (09০1190) ; £ এর মান 0 থেকে 2গ পর্ষস্ত কির্প পাঁরবাতিত হয় 
তা লক্ষ্য করলেই যথেষ্ট। তাহলে % এর অঞ্চল [-?, ৪] এবং ) এর অগ্চল 
[- ০, ] ; সুতরাং বক্ুরেখারটির কোন আভসারক থাকতে পারে না। 


এখন রস - 38 90598 4 ৪11) / 


2) এ ৭2 
এবং ৫2537 91102 009 4 
৫21 


উপরোন্ত অন্তরকলজগুলি ০, পু, দ, এপ, 2 তে শূন্য মান ধারণ করে। 


নু 2 
এখন 4) _ _ 0 ৫ 
2 


অতএব দেখ। যায় যে যখন / € (0৮ 2), তখন এ » ১০১৮ ০0১০ € ) €ঞ, 


৫) এর চিহ্ন খণাত্বক ; সুতরাং 10) অবরোহী | 

যখন /০ (5, ৭) তখন 0 ৮ ৮১৮ -৪, ৫৯» 0১৫৮ এর চিহ্‌ 
ধনাত্মক ; সুতরাং 70১) আরোহী । 

যখন /€ (প বু), তখন _-এ এ ০৮9, ০৮ » -ঞ, 9 এর চিহ্ন 


খণাত্মক ; সুতরাং 109) অবরোহী। 

যখন /€ (এ 2৭), তখন 0 € 9 € ৫, -এ ০4 0, ৫% এর চিহ্ন 
ধনাত্মক; সুতরাং /0%) আরোহী । 

তাহলে ১-%6৫) এবং 0710) ঠা 0 ৩ 4 গু» ১৯0 


এবং প্রত হু 2গ্ঃ 9 4০ এই দুই অন্তরালে দুইটি আবাচ্ছন্ন ফাংশনকে 
সং্ঞায়ত করে। 


88৪০ কলন- বিদ্যা 


এখন 110) 2 


সস পরশ (০১৫০০) 
257 2% 
গু 


এবং 111) 2) 


সুতরাং সি এবং রা বিন্দুতে স্পর্শক দুইটি উল্ল্ব । 





পুনরান্ন 
2) ৮0, 27 -09, | - (0) 
20/11/1779 ৪71 /স্গ 9 | £- 2? 
সুতরাং £»0, ৮ গ, £- 27 'বিন্দুতে স্পর্শকগুল অনুভামিক। 
পরে আমর দেখি 
৪ 7.» (3৫ 0০994+4 911] £)-£ 
»* যখন £€ (0, গ), তখন রি ১ 0, সুতরাং বককরেখা অবতল । 
2)) 


যখন 4 € মেঃ 27), তখন 2৪ -€ ০, সুতরাং বকুরেখা উত্তল। 


পৃৰোন্ত আলোচনার ফলে আমরা বক্ররেখাটর লেখাঁচত্র নির্ন্কুপে দেখাতে পারি £ 


১ 
ঁ 


এই বন্তরেখাটি কলনাবদ্যায় এ্যাসষ্য়ড (৪91010) নামে পাঁরাঁচত । 
মন্তব্য 5 ধুরীয় স্থানাঙ্ষে (90181 ০০014109095) বক্ররেখার লেখাঁচন্র এভাবে 
আলোচন। করা যেতে পারে । অনেক সময় ধরুবীয় স্থানাঞ্কে বন্ররেখার সমীকরণকে 
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